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1． はじめに 

古くから梁の座屈に関する研究は数多く行われてきた．本

研究では，従来，梁理論と二次元弾性論で考えられてきた

様々な座屈解を整理した．また，新たに高次の梁理論ならび

に三次元弾性論による座屈荷重の理論解を求めた．そして，

従来の解との関係をまとめた． 

 

2． 伸縮・せん断力を考慮した座屈荷重 

Timoshenko[1]はせん断を考慮した 2 種類の座屈荷重を提

案している．これらの違いは構成則を定義する軸力・せん断

力の方向，ならびに，軸歪・せん断歪の定義にある．曲げ剛

性EI ，長さ の両端単純支持梁に軸圧縮荷重P ，軸歪を ，

せん断歪を ，軸力をT ，せん断力をN ，ヤング率をE ，

横弾性係数をG ，断面積をA，せん断修正係数を k，断面の

傾斜角を ，曲げモーメントをM とすれば， 

 , ,T EA N kGA M EI  (1) 

という構成則を用いるのは同じであるが， ， ，T の定義

がそれぞれ異なる．そこで，以下では，歪エネルギの存在性

を仮定することで，T やN の定義に対応した座屈荷重を求め
る． 

  
Fig. 1 梁のせん断変形        Fig. 2 梁と断面力 

まず，Fig. 1のように，せん断角度（中心線の接線方向，

すなわち，x と断面の垂線との成す角度）を とし，局所基

底は断面にそって定義する．すなわち， 3e は断面に垂直で，

1e は断面に沿った方向とする． 

 3 1

cos sin

sin cos,

0 0

e e  (2) 

このとき，x は次のように書ける． 

 3 1(1 )(cos sin ) (1 )t tx e e t  (3) 

ただし， tは中心線の伸び歪である．断面力は Fig. 2 から， 

 1PP i  (4) 

であるが，これを軸力とせん断力を方向別に場合分けし分解

する．これによって，回転の釣り合い方程式 

 3, MM x P 0 M i  (5) 

の表現が異なったものとなる．例えば， 

 3 1sin cosn e e  (6) 

として，Pを次の 3通りに分解することが考えられる． 

 Timoshenkoの断面力： T NP t n  (7) 

 Engesserの断面力： 1T NP t e  (8) 

 Haringxの断面力： 3 1T NP e e  (9) 

 

ここで，仮想仕事を考えると， 

 
30

20

( )

( )

ds

dsM

P x M x P i

P x i x
 (10) 

となるので，線形対角な構成則を仮定した場合， 

 2( ) M T N MP x i x  (11) 

を満たす伸び歪 ，せん断歪 ，曲率 を定義できれば，歪

エネルギの存在性を示すことができる．実際，この場合，歪

エネルギは 

 
1 1 1

2 2 2
T N M  (12) 

と定義できる．上式により，まず，曲率は 

  (13) 

と定義すればよいことがわかり，これは幾何学的にも妥当で

ある． と についてはP の分解方法(7)～(8)に応じて決定

される．なお，詳細は省略するが，式(7)の場合には式(11)を

満たす と は存在しないことがわかり，その代わり，軸力

を t方向，せん断力をn 方向に分解するには以下の2.3節およ

び2.4節の分解方法があることを証明できる． 

以下にこれらの結果，ならびに，対応する座屈荷重を示す．

ただし，従来のオイラー座屈荷重を 

 2 2/cr
oP EI  (14) 

とし，式(5)を線形化することで， 

 ( ) 0EI Pf  (15) 

と表せたとすると，座屈荷重は 

 
(0)

cr
cr oPP

f
 (16) 

と書けることを証明できる． 

 

2.1. Haringxの断面力： 3 1T NP e e の場合 

 
3 1

3 1

(1 )

, ,T N T EA N kGA

x e e

P e e
 (17) 
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2.2. Engesserの断面力： 1T NP t e の場合 

 

1
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1

1 ,

(1 )

, ,T N T EA N kGA

x ex

x e e

P t e

 (19) 

座屈荷重は 

 
2

1

1

cr cr
cr cr

o
cr

P EA P kGA
P P

P EA
 (20) 

を解くことで求められる． 
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2.3. Timoshenkoの断面力(1)：
1

N
TP t nの場合 

 
3 1(1 ) (1 ) (cos sin )

, ,
1

N
T T EA N kGA

x t e e

P t n
 (21) 

 
2
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cr

cr cr cr cr
o o o o

P
P P P P
kGA kGA kGA EA

 (22) 

 

2.4. Timoshenkoの断面力(2)：
21

1
T NP t n の場合 

2
3 1

2

(1 ) (1 )( 1 )

1
, ,

1
T N T EA N kGA

x t e e

P t n
 (23) 

 
2

41 1 1

cr

cr cr cr cr
o o o o

P
P P P P
kGA kGA kGA EA

 (24) 

 

3． 応力‐歪関係から導いた梁の座屈荷重 

梁理論は，断面は変形せず，かつ，断面内の剛性が無限大

であると仮定して 11や 22， 12といった断面内の応力は 0

であると仮定している．この場合，応力成分 13 33( , )と歪成

分 13 33( , )との構成則，つまり応力‐歪関係は 

 13 33
13 31 33( ) ,kG E  (25) 

である．そこで，式(23)から断面力や曲げモーメントを断面

内積分により求め，座屈荷重を求める．まず，梁の任意の点

の位置ベクトルx は次のように書ける． 

 1 2
1 2Y Yx x e i  (26) 

また， 

 3 1 3 1(1 )(cos sin )t a bx e e e e  (27) 

とおく．このとき，共変基底ベクトルは 

1 11

1 1
3 3 3 13

( )

Y

Y a Y b
sY

x
g e

x x
g x e e e

 (28) 

であるので，Green-Lagrange歪成分は 

 

13 31 1 3

33 3 3

2 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 1

2 2
1
( 1)
2
1
( 1) ( )
2

( )

E E b

E

a b a Y Y

a Y Y

g g

g g
 (29) 

また，Cauchy応力テンソルは 

 ij
i jTT g g  (30) 

であるので，断面の応力ベクトルは 

 

3

13 33
3 3 1 3

1 13 33
1 3

( )( )

( )( )

T T

a Y T T

t T e

g e g g

g g

 (31) 

ここで，変形勾テンソルをF とすれば， 

 13 33
1 3det ( )T Tt F g g  (32) 

これを，第二 Piola-Kirchhoff 応力成分 13S ， 33S で表すと， 

 13 33
1 3S St g g  (33) 

そこで，次の構成則を次のように仮定する． 

 13 33
13 31 33( ) ,S kG E E S EE  (34) 

式(33)に(28)，(29)，(34)を代入すると， 

1 2 1 2 1
1 3 1

1 1 2
1 3 3 3

1 1 2 2
1 3

1 2 2 1 3 3
1 3

( ( ) ) ( )

( )

2( )

( ) ( )

kGb E a Y Y a Y b

kG E b E a Y E Y Ea

Y Eab Y Ea

Y Eb Y E

t e e e

e e e e

e e

e e

(35) 

したがって，断面力は， 

2 2
1 3 3 3( ) 2

A
dA

kGA EA b EA a EIa EIb

P t

e e e e
 (36) 

したがって， 

 2 22 cosEA a EIa EIb P  (37) 

 ( ) sinkGA EA b P  (38) 

また，曲げモーメントは， 

 
1 2
1 2

2 3
2

( )

( )
A
Y Y dA

EI a EIab EK

M e e t

i
 (39) 

となる．ただし， 

 1 4( )
A

K Y dA  (40) 

そして， 

 3 1 2( ) ( sin cos )a b P a bx P e e P i  (41) 

よって，モーメントの釣り合い式は 

 
2 2( ) 3

( sin cos ) 0

EI a EIab EK

P a b
 (42) 

ここで，座屈点付近を考えると， 

 
2

1 , (1 ) , ,

0 , 0

t t ta b
 (43) 

であり，式(37)，(38)より， 

 
(1 )

( )(1 )
t t

t t

EA P

kGA EA P
 (44) 

また，式(32)より， 

 (1 3 ) (1 )( ) 0t tEI P  (45) 

これに式(44)を代入すると， 

 
2(1 )

0

(1 3 ) 1

t

t t

EI P
P

kGA

 (46) 

よって，座屈荷重は，次式で求められる． 

 
2 (1 3 ) 1

1 (1 3 )
t

x x

x
 (47) 

ただし， 

 , ,
cr cr
o o

cr
o

P P P
x

kGA EAP
 (48) 

x は次の三次方程式の解であることがわかる． 

また，α≪1，β≪1の際には，式(43)より， 

 *
2

1
cr cr

cr cr o o
o

P PP P
EA kGA

 (49) 

これに対し，2節で求めた座屈荷重は全て， 

 1
cr cr

cr cr o o
o

P PP P
EA kGA

 (50) 

と近似できる．つまり，せん断剛性には同様の感度を持って
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いるが，軸剛性については，この 3節の方法と逆の感度を持

つことがわかる．すなわち，梁理論では，梁が柔らかくなる

ほど座屈荷重は上がるのに対し，この章では座屈荷重は下が

る． 

 

4． 二次元弾性論による解 

この節では，厚みが h の矩形断面の座屈を二次元弾性論で
求める．まず， 

11 12

21 22

,1 1

,1 1

z xz z xz

xz x xz x

w uw us s
x zz x
w uw us s
x zz x  

(51)

 

として，平衡方程式は 

 11 21 12 220 , 0
s s s s

z x z x
 (52) 

であり，変位-歪関係は 

 

2 2

2 2

1 1

2 2

1 1

2 2

x

z

xz

u u w
x x x

w w u
z z z
u w u u w w

z x x z x z

 (53) 

構成則は， 

 

11 13

13 33

55

0

0

0 0

x x

z z

xz xy

C C

C C

C

 (54) 

そして，境界条件は， 

 0 : 0 , 0z w u  (55) 

 11: , 01
wz s p u
z

 (56) 

 
: 01
2

01

xz x

xz x

h wwx
xz

u u
z x

 (57) 

これらにより， 

 4 2 0a b c  (58) 

ただし 

 ( )
n
x

f x e  (59) 

 

11 55

33 5511 552 2

2
13 55

55 332 2

(1 ) (1 )

( )

(1 ) (1 )

a C C

p p
C Cb C C

W U

C C

p p
C Cc

U W

 (60) 

また， 

 

2

2
2

2

2
1

2
13 11 1 1(1 )

1
5511 55 2 13 2(1 )

2
13 11 2 2(1 )

1
5511 55 1 13 1(1 )

0

p

U

p

U

p

U

p

U

C C ch

CC C C sh

C C ch

CC C C sh

 (61) 

の 2つの式が得られる．これら式(54)と(57)を連立させて圧

縮応力 pを求めると，座屈荷重が次式で得られる． 

 2 (1 )cr
DP W pA  (62) 

ただし， 

 

2 13

2
11 33 13

2 11

2
11 33 13

2
(1 ) 1

2
(1 ) 1

C
U p

C C C
C

W p
C C C

 (63) 

オイラー座屈荷重は 

 
2

3 2

cr
o

E n hP A  (64) 

であるから，ポアソン比 0， /h ≪1の場合に， 

 
2

n h
 (65) 

として， の 4次までの多項式で 2
cr
DP を展開すると， 

 2
2 6

1
5

cr cr
cr cr o o
D o

P PP P
EA GA

 (66) 

を得る．二次元弾性論では 5 / 6k であるから， 

 2
2

1
cr cr

cr cr o o
D o

P PP P
EA kGA

 (67) 

とおける．これは，3節で導いた式(45)と一致する． 

なお， / 0h の場合に， の 2次までで近似すると， 

 
2 2

33 13
2

11 33

1
3 2

cr
D
C Cn hP A

C C
 (68) 

となって， 

 
2

33 13
2

11 33

1cr cr
D o

C CP P
E C C

 (69) 

となる．つまり，せん断剛性 55C に何ら影響を受けない．そ

して，一般に，直交異方性板の場合，式(70)が成り立つ．つ

まり，Euler座屈荷重に一致する． 

 2
cr cr
D oP P  (70) 

 

5． 三次元弾性論による解 

円筒座標系を用いると，有限変形理論による平衡方程式は

次のように書ける． 

 

11 11 22 21 31

12 12 21 22 32

13 13 32 33

0

0

0

S S S S S

r r r z
S S S S S

r r r z
S S S S

r r r z

 (71) 

ただし， 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

1

1

1

r r rz

r z

zr z z

u v w
S S S r r r

u v v wS S S
r r r rS S S u v w

z z z

 
 (72) 

変位-歪関係は， 

, ,

, ,

r z

z rz r

u v u w

r r r z
v w u w u v v

z r z r r r r

 (73) 
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応力-歪関係は 

 

11 12 13

12 11 13

13 13 33

55

55

11 12

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
2

r r

z z

z z

rz rz

r r

C C C

C C C

C C C

C

C

C C

 (74) 

境界条件は， 

 0, : 0 , 0 , 0z
w

z u v
z

 (75) 

 : 0r r rzr R  (76) 

である．4節と同じように導出すると以下のようになる． 

 

2 2
*

33
*33

23
2 2

*
33

1 ( )
4

1
4

cr cr
D o
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C C

P P E
p R

C

 (77) 

なお， / 0R の際には， 

 

* *33 2
3

1
2

13
1

12 55

11
2

1313 13
2

12 5533 11 33

11

,

2
1

1

2
11

1

cr cr
D o

C w
P P

E w

C
w

C C
C

CC Cw b
C CC C C
C

 (78) 

の以上が導出できる．この時，直交異方性材料の場合， 

 

11 55

12

13 33

1
,

1 2 1
(1 )

1 2 1
(1 )

,
1 2 1 2

o o

o o o

o o

o o o

o o

o o o o

E
C C G

E
C

E E
C C

 (79) 

とおけるので，これを式(74)に代入すると， 

 3 22

1
1 2

1
(1 )(1 2 )

o

cr cr o o
D o

o

o o o

E

G
P P

E

G

 (80) 

を得る．したがって，ポアソン比 0o であれば， 

 3
cr cr
D oP P  (81) 

となって，オイラー座屈荷重と一致する．また，そうでなく

ても，断面のせん断剛性 55C G が無限大なら， 

 3
cr cr
D oP P  (82) 

となって，オイラー座屈荷重と一致するが，逆に，せん断剛

性が 0に向かうと， 

 3 0cr
DP  (83) 

等方性であれば， o ， /2(1 )G E とおけるので， 

 3
1

1 2 (1 2 )
cr cr
D oP P  (84) 

一般に， 0.5であるから，等方性の場合には，Euler座屈

荷重よりも大きくなることがわかる． 

また， / 0R で 0o の場合に，座屈荷重は oE に

は依存せず， 

 3
7

/ 1 2
6

cr cr
cr cr o o
D o

P P
P P

EA GA
 (85) 

を得る．三次元弾性論で得られるせん断修正係数は 6 / 7k

であるから， 

 3 2
1

cr cr cr
D o o
cr
o

P P P

EA kGAP
 (86) 

を得る．この結果は高次梁理論の式(45)と一致する． 

 

6． 梁理論と二次元弾性論との座屈解の比較 

/ 1oE E ， 0.3として，二次元弾性論と高次梁理論と

を比較したのが Fig. 3である．高次梁理論は矩形断面に対し

ては十分な精度を持っている． 

 
Fig. 3 二次元弾性論と高次梁理論との比較（矩形断面） 

 

7． 梁理論と三次元弾性論との座屈解の比較 

0， / 1oE E のとき三次元弾性論と高次梁理論とを

比較したのが Fig. 4である．この図から，両者には若干の差

異があることがわかる．特に， /E kGが小さいうちは，高次

梁理論の方が座屈荷重は小さくなり， /E kGが大きくなると，

逆に，三次元弾性論の方が座屈荷重は小さくなる． 

 
Fig. 4 三次元弾性論と高次梁理論との比較（円断面） 

 

8． おわりに 

本研究では高次梁理論および三次元弾性論による座屈解

を導いた．そして，梁理論および二次元弾性論による解も合

わせて，軸剛性，せん断剛性，ポアソン比，細長比などが座

屈荷重に与える影響，ならびに，それぞれの解の特徴を明ら

かにした． 
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