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はじめに 

この講義は，これまでに「力と運動の物理学Ⅰ・Ⅱ」や「材料力学Ⅰ・Ⅱ」の知識をもとに，振動解析の基礎について学

ぶ．振動解析は構造設計，制御系設計，熱・流体現象の評価など，様々な分野で必要となるので，是非，この講義の内容を

理解しておいてほしい． 
授業計画は以下の通りである．これからわかる通り，この講義は，主に次の 3 つを学ぶ． 

 
 一自由度系の振動（第 1 回～第 7 回） 
 二自由度系の振動（第 8 回～第 12 回） 
 振動の評価法（第 13 回～第 15 回） 

 
「一自由度系の振動」について学ぶと，「振動工学」と言いながらも，実は，構造・制御・流体，その他，様々な分野で

の線形範囲内での運動の基礎を理解することができるので，是非，しっかり理解してほしい．また，「二自由度系の振動」

を理解すると，宇宙機の振動設計の基礎を学ぶことができる．そして，「振動の評価法」を理解すると，実際の宇宙機の振

動設計の理論をかなり理解できるようになる．この部分はかなり専門的ではあるが，是非，理解してほしいと考えている．  
 

授業計画 

1 
 

「この講義全体の内容の解説と一自由度線形振動の復習（その 1）」 
 バネ・マス・ダッシュポット系の運動についての復習する． 

2 
 

「一自由度線形振動の復習（その 2）」 
 前回に引き続き，バネ・マス・ダッシュポット系の運動について復習する．特に，自由振動の計測

データから固有振動数や減衰比を推定する方法について学ぶ． 

3 
 

「一自由度線形振動方程式の状態方程式表現」 
 バネ・マス・ダッシュポット系の運動を状態方程式の形式で表現し，状態遷移関係を導く．そして，

状態遷移行列の固有値と運動の安定性との関係や，任意の時系列外力に対する過渡応答の解を導く． 

4 
 

「運動方程式の数値解法の基礎」 
 一般的な常微分方程式の解法の一つである Runge-Kutta 法を例に，非線形問題を含む任意の過渡応

答を数値的に求める方法を学ぶ．また，その数値計算の安定性・妥当性について調べる． 

5 
 

「運動／振動の捉え方」 
 位相平面上でのバネ・マス・ダッシュポット系の運動の軌跡について調べる．また，位相平面によ

る運動の評価の例題として，非線形振動の Poincare マップや，制御への応用などについて紹介する． 

6 
 

「連続体の振動の基礎」 
 梁の曲げ振動と棒の縦振動を例に，連続体の振動の解法，および，解の特徴について学ぶ． 

7 

 

「強制振動と共振」 
 バネ・マス・ダッシュポット系を強制振動させた場合の系の運動について調べ，共振現象について

理解する．また，周波数応答，ボード線図，Q 値といった，運動や振動現象の評価によく用いられる

ものの基礎を理解する． 

8 
 

「二自由度系の振動(1)」 
 二自由度のバネ・マス・ダッシュポット系の運動方程式およびその解を導く． 

9 
 

「二自由度系の振動(2)」 
 二自由度のバネ・マス・ダッシュポット系を例に，モード解析の基礎を学ぶ． 

10 
 

「二自由度系の振動(3)」 
 二自由度のバネ・マス・ダッシュポット系の周波数応答について調べる． 

11 
 

「二自由度系の振動(4)」 
 二自由度のバネ・マス・ダッシュポット系を例に，振動伝達率や振動絶縁といった，振動低減設計

に必要となる知識の基礎を学ぶ． 

12 
 

「多自由度系のモード解析序論」 
 二自由度系の発展として，多自由度系のモード解析の基礎理論について学ぶ． 

13 
 

「振動系の評価(1)」 
 振動の計測データの評価法の基礎となる，Fourier 解析について復習する． 

14 
 

「振動系の評価(2)」 
 振動系の評価指標の一つであるパワースペクトル密度について学ぶ． 

15 
 

「振動系の評価(3)」 
 振動現象が関連する設計・開発の例として，宇宙機の振動試験について学ぶ． 

16  期末試験 

 



教科書は特に指定しないが，参考書として次の 2 冊を勧める．まず，1 冊目は 

L．マイロウ゛ィッチ 砂川 惠（訳） 『振動解析の理論と応用（上）』 ブレイン図書出版 

である．Meirovitch 先生は振動解析の父とも呼べる研究者で，原著である”Foundamentals of Vibration”は振動工学に関連し

た研究・開発をする者は，必ず一度は読むべき本である． 
次に，2 冊目は 

小松敬治，「機械構造振動学」，森北出版 

である．小松先生は JAXA でロケットや衛星の振動について研究・開発をされてきた先生で，特に本書は小松先生が

ISAS/JAXA で実際に開発をした経験を踏まえて，振動学を学ぶ学生向けに書かれた本で，技術者・研究者にとっても十分

に役に立つ，基礎から応用までを網羅した本である．これも，衛星開発を目指す学生には是非読んでほしい本である． 
 
さて，このテキストの特徴をひと言でいうと，「式とグラフのオンパレード」である．しかし，式を覚える必要はないと

考えており，期末試験ではノート，テキスト，その他，参考書を持込み可としている．この講義では以下の 2 点を特に狙っ

ている． 

1) 与えられた式からどんなことがわかるか，その式を実際の振動問題（特に，衛星の振動問題や搭載機器の振動抑制，実

験データの解析方法など）にどのように適用できるかなど，「学んだことを実際に使う」ということを常に考えながら

学ぶ癖をつけること 
2) 振動工学に関する「引き出し」を増やすこと 

これらによって，社会人になって，何か問題が生じたら，「そういえば，あの講義でこんなことをやっていたな」と思い

だして，問題を解決する糸口をつかむきっかけになってほしいと考えている．これは，この講義に限った話ではなく，大学

での授業は，全て，社会人になってから使うであろう「引き出し」を増やすことにあると考えてほしい．そして，そこでは，

「引き出し」の中身を事細かに覚えておく必要はないが，どの引き出しにどんなものをしまってあるかはすぐに思い出せる

ようにしておく必要があるので，その点を意識しながら受講してほしい． 
なお，2018 年度から 2015 年度の期末試験の問題はそれぞれ次ページ，次々ページの通りであった．これらの問題の中に

は，このテキストに書かれていないものもあるが，それらは授業中に話したものである．授業中に話したことは，メモする

なりしつつ，しっかり頭に入れておいてほしい． 
 
  



【2019 年度期末試験問題】 

 

  



【2018 年度期末試験問題】 

 

 
  



【2017 年度期末試験問題】 

 

 
  



【2016 年度期末試験問題】 

 

 
  



【2015 年度期末試験問題】 
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第1章 この講義全体の内容の解説と一自由度線形振動の復
習（その 1） 

 
 

振動工学では，主に，一自由度系の振動問題を例題にして，弾性体の固有振動や強制振

動，共振といった現象について理解を深め，簡単な解析ができるレベルになることを目

標としている． 
 
【今回のポイント】 

1) 講義全体の概要の理解 

2) 固有振動数の意味 

3) バネ・マス・ダッシュポット系の自由振動の運動方程式の理解（減衰比 z による解の変化） 
 

 

1.1. 講義の概要 
 
この講義の内容はシラバスの通りであるが，特に，以下

の点についてしっかりと理解してほしいと考えている． 

1) 一自由度系の減衰・振動・発散・共振 
2) 二自由度系の振動 
3) 振動の評価法 

ここで，1)は「力と運動の物理学Ⅰ・Ⅱ」や「力学の基礎

及び演習」の復習であり，ここが理解できていないと，「振

動工学」を受講するのはかなり厳しい．この講義では，最

低限，振動工学に関する国家公務員試験総合職の問題は解

けるようになることを目指している．実際，国家公務員試

験において，振動工学に関する問題はそれほど難しくはな

い．以下に国家公務員試験の問題を示すが，この講義の修

得できれば，解けるようになっているだろう． 
 
【問題 1】 

 
【問題 2】 
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【問題 3】 

 

さて，この講義では，ほぼ毎回，宿題を出し，手書きの

レポートを A4 で提出してもらう．これらの宿題は全て提出

してほしい． 

1.2. バネ・マス系の振動 
 
図 1.2.1 のように，一端を固定されたバネの先端に質量m

の質点を付けて，最初に長さa だけバネを伸ばしてから静

かに手を放すと，質点は振動を始める． 

 
図 1.2.1 バネ・マス系の振動 

この際の質点の運動方程式は，バネの伸びを x として， 

mx kx= -  (1.2.1) 

となる．この微分方程式を解くには，一般解を tx el= とお

いて代入し， 

2 t tm e kel ll = -  (1.2.2) 

よって， 

2 k

m
l = -  (1.2.3) 

すなわち， 

k
i

m
l =   (1.2.4) 

したがって，一般解は 

( ) ( )1 2

1 2

exp exp

sin cos

k k
x D i t D i t

m m
k k

C t C t
m m

= + -

= +
 (1.2.5) 

初期条件は 

0 : , 0t x a x= = =  (1.2.6) 

であるから， 

2 1, 0
k

C a C
m

= =  (1.2.7) 

したがって，解は 

cos
k

x a t
m

=  (1.2.8) 

以上が一般的な解法の流れであろう．式(1.2.3)は特性方程式

と呼ばれ，式(1.2.5)のように指数関数を三角関数に書き直す

ことで，この系の運動が単振動（正弦波振動）であること

がわかる．そして， 

o
k

m
w º  (1.2.9) 

と定義すれば，一般解(1.2.5)は 

1 2sin coso ox C t C tw w= +  (1.2.10) 

と書けて， ow はこのバネ・マス系の固有角振動数と呼ばれ

る．また．これを振動数に直したもの，すなわち，

/ 2o of w p= を固有振動数（ eigen frequency ， natural 
frequency）と呼ぶ． 

1.3. 固有振動数の物理的意味 
 
式(1.2.9)を見てみると，「軽くて硬いものほど固有振動数

が大きい」ということがわかる．「軽くて硬いもの」とは

まさに，航空機や宇宙機に望まれる特性であり，その意味

で，航空宇宙分野では「固有振動数は高くしたい」という

設計要求がなされる場合が多い．実際，例えば，衛星をロ

ケットに搭載する場合，例えば，「固有振動数が○○Hz 以
上」といった要求が与えられることが多い． 
その場合，実際の設計現場では，「与えられた質量制限

のもとで固有振動数を要求値以上の値にする」という設計

をすることになる．これは簡単なようでなかなか難しい．

衛星の搭載機器の配置を変えたり，構体の板厚を変えたり，

素材を変えたり，様々なことをして条件を満たすようにし

ていくことになる． 
なお，固有振動数の高いものは「剛性が高い」と表現さ

れることが多い．「剛性」とは，実際にはバネ定数 k を指

しているわけであるが，航空宇宙分野では，固有振動数，

x

kx

m

m
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すなわち，剛性を質量で割ったような値を剛性の指標にす

るのである． 
せっかくなので，固有振動数の例をみてみよう． 

【例題 1.1】固有振動数(1) 

先端に質量mの質点を有する，一端固定棒の縦振動の固

有角振動数を求めなさい．ただし，棒の質量は無視してよ

い． 

結果だけ記すと， 

EA

m
W =


 (1.3.1) 

なお，密度 r ，断面積A の一端固定棒の固有角振動数は 

1

2

Ep
W

r
=


 (1.3.2) 

である．この値は，式(1.3.1)において，質量m を梁の質量

Ar の 1/3 に置き換えたもの 

1
3

( / 3)

EA E

A
W

r r
= =

  
 (1.3.3) 

と，1/2 に置き換えたもの 

1
2

( / 2)

EA E

A
W

r r
= =

  
 (1.3.4) 

の間の値となっている． 

【例題 1.2】固有振動数(2) 

先端に質量m の質点を有する片持ち梁の固有角振動数

を求めなさい．ただし，梁の質量は無視してよい． 

結果だけ記すと， 

3 2

3 3

( / )

EI EI

mm
W = =

 
 (1.3.5) 

なお，密度 r ，断面積A の片持ち梁の固有角振動数は 

2

2

1.875 EI

A
W

r
»


 (1.3.6) 

である．この値は，式(1.3.5)において，質量m を梁の質量

Ar に置き換えたものに近い値になっている． 

1.4. バネ・マス・ダッシュポット系の振動 
 
図 1.2.1 のバネ・マス系にダッシュポットがつながれてい

たとしたら，図 1.4.1 のようになる． 

 
図 1.4.1 バネ・マス系の減衰振動 

この場合には，運動方程式は 

mx kx cx= - -   (1.4.1) 

すなわち， 

0mx cx kx+ + =   (1.4.2) 

となって，特性方程式は 

2 0m c kl l+ + =  (1.4.3) 

ここで， 

,
2

o
k c

m mk
w zº º  (1.4.4) 

と定義すると，式(1.4.3)は 

2 22 0o ol zw l w+ + =  (1.4.5) 

と書き直すことができて，これを解くと，次のようになる． 

[ ]2 1 ol z z w= -  -  (1.4.6) 

この式から， z が 1 より小さいか否かで解の様相が異なる

ことがわかる．実際，解は以下のように場合分けできる．

なお，式(1.4.4)の z が一定となる減衰は粘性減衰と呼ばれ，

このとき， z は粘性減衰比（damping ratio）と呼ばれる． 
 
1) 0z = の場合 

この場合には，ダッシュポットはないということであ

り，単振動を起こす．実際，l は 

oil w=   (1.4.7) 

となり，一般解は 

1 2exp( ) exp( )o ox D i t D i tw w= + -  (1.4.8) 

整理すると， 

1 2sin coso ox C t C tw w= +  (1.4.9) 

となる．そして，初期条件が 

0 : ,o ot x x x v= = =  (1.4.10) 

の場合には 

sin coso
o o o

o

v
x t x tw w

w
= +  (1.4.11) 

となる．例えば， 1ox = ， 0.05ov = ， 0.1ow = の場合の

応答は図 1.4.3 のような定常振動となる． 

 
図 1.4.2 定常振動応答 

2) 0 1z< < の場合 

この場合には，l は複素数になる．すなわち， 

[ ]21 oil z z w= -  -  (1.4.12) 

と書けて，一般解は 

[ ]
[ ]

[ ]

2
1

2
2

2 2
1 2

exp ( 1 )

exp ( 1 )

sin 1 cos 1o

o

o

t
o o

x D i t

D i t

e C t C tzw

z z w

z z w

z w z w-

= - + -

+ - - -

= - + -

(1.4.13) 

となり，初期条件が 

0 : ,o ot x x x v= = =  (1.4.14) 

m m

x

kx

cx

-1.5
-1

-0.5
0

0.5
1

1.5
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x

Time
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の場合には 

2 2

2
sin 1 cos 1

1
ot o o o

o o o

o

v x
x e t x tzw zw

z w z w
z w

- é ù+
ê ú= - + -
ê ú-ë û

 

 (1.4.15) 

となる．例えば， 1ox = ， 0.05ov = ， 0.1z = ， 0.1ow =
の場合の応答は図 1.4.3 のような減衰振動となる． 

 
図 1.4.3 減衰振動応答 

3) 1z = の場合 

この場合には，特性根は重根となり，一般解は 

[ ]1 2
otx e A t Aw-= +  (1.4.16) 

となる．初期条件が 

 0 : ,o ot x x x v= = =  (1.4.17) 

の場合には 

 [ ]( )ot
o o o ox e v x t xw w-= + +  (1.4.18) 

となる．例えば， 1ox = ， 0.05ov = ， 0.1ow = の場合の

応答は図 1.4.3 のような臨界減衰となる． 

 
図 1.4.4 臨界減衰応答 

4) 1z > の場合 

この場合にはl は二つの根ともに負の実数となり，一

般解は 

[ ]
[ ]

[ ]

2
1

2
2

2 2
1 2

exp ( 1)

exp ( 1)

sinh 1 cosh 1o

o

o

t
o o

x D t

D t

e C t C tzw

z z w

z z w

z w z w-

= - + -

+ - - -

= - + -

 (1.4.19) 

となる．初期条件が 

0 : ,o ot x x x v= = =  (1.4.20) 

の場合には 

2 2

2
sinh 1 cosh 1

1
ot o o o

o o o

o

v x
x e t x tzw zw

z w z w
z w

- é ù+
ê ú= - + -
ê ú-ë û

 (1.4.21) 

となる．例えば， 1ox = ， 0.05ov = ， 2z = ， 0.1ow =

の場合の応答は図 1.4.5 のような過減衰となる． 

 
図 1.4.5 過減衰応答 

※なお，ここではダッシュポットの減衰係数c は一般に正

であるが，仮に負の値だとすると，運動の様相は全く異

なるものとなる．負の場合，z も負となるので，式(1.4.6)
からわかる通り，特性根の実部は必ず正となる．実際，z
の大きさによって，次のように場合分けできる．これら

を見るとわかる通り，運動は発散する． 
 

5) 1 0z- < < の場合 
この場合には，l は複素数になる．すなわち， 

[ ] [ ]2 21 1o oi il z z w z z w= -  - =  -  (1.4.22) 

と書けて，一般解は 

[ ]
[ ][ ]

[ ]

2
1

2 2
2

2 2
1 2

exp ( 1 )

exp ( 1 1 )

sin 1 cos 1o

o

o o

t
o o

x D i t

D i i t

e C t C tz w

z z w

z z w z w

z w z w

= + -

+ -  - - -

= - + -

 (1.4.23) 

となり，初期条件が 

0 : ,o ot x x x v= = =  (1.4.24) 

の場合には 

2 2

2
sin 1 cos 1

1
ot o o o

o o o

o

v x
x e t x tz w z w

z w z w
z w

é ù-
ê ú= - + -
ê ú-ë û

 (1.4.25) 

となる．例えば， 1ox = ， 0.05ov = ， 0.1z = - ， 0.1ow =
の場合の応答は図 1.4.3 のような発散振動となる． 

 
図 1.4.6 発散振動応答 

6) 1z = - の場合 

この場合には，特性根は重根となり，一般解は 

[ ]1 2
otx e A t Aw= +  (1.4.26) 

となり，初期条件が 

0 : ,o ot x x x v= = =  (1.4.27) 

の場合には 

[ ]( )ot
o o o ox e v x t xw w= - +  (1.4.28) 

となる．例えば， 1ox = ， 0.05ov = ， 0.1ow = の場合の
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応答は図 1.4.3 のように発散運動となる． 

 
図 1.4.7 臨界発散応答 

7) 1z < - の場合 

この場合にはl は二つの根ともに正の実数となり，一

般解は 

[ ]
[ ]

[ ]

2
1

2
2

2 2
1 2

exp ( 1)

exp ( 1)

sinh 1 cosh 1o

o

o

t
o o

x D t

D t

e C t C tz w

z z w

z z w

z w z w

= - + -

+ - - -

= - + -

 (1.4.29) 

となる．初期条件が 

0 : ,o ot x x x v= = =  (1.4.30) 

の場合には 

2 2

2
sinh 1 cosh 1

1
ot o o o

o o o

o

v x
x e t x tz w z w

z w z w
z w

é ù-
ê ú= - + -
ê ú-ë û

 (1.4.31) 

となる．例えば， 1ox = ， 0.05ov = ， 2z = - ， 0.1ow =
の場合の応答は図 1.4.5 のような発散運動となる． 

 
図 1.4.8 発散応答 

※また，そもそも，バネ定数 k が負の場合には，運動方程

式 

0mx cx kx+ + =   (1.4.32) 

は， 

2 , 2o o
k c

m m
w zw= - = -  (1.4.33) 

とおくと， 

22 0o ox x xzw w- - =   (1.4.34) 

と変形できる．したがって，特性方程式は 

2 22 0o ol zw l w- - =  (1.4.35) 

となり，特性根は 

( )2 21 ol z z w=  +  (1.4.36) 

となり， z の正負に関わらず，特性根は 2 つとも正の実

数となる．したがって，一般解は 

2 2( 1) ( 1)
1 2

o ot tx C e C ez z w z z w+ + - += +  (1.4.37) 

となり，運動は必ず発散する．バネの場合には，バネ定

数が負になることはあり得ないが，次章以降に示す通り，

例えば衛星の姿勢運動では運動方程式が式(1.4.34)のよう

な形になる場合があり，その場合には衛星の姿勢運動は

不安定になる． 
 

※ちなみに，図 1.2.1 において，バネの元々の長さ（力を加

えていない時の長さ，すなわち，自然長）が  で，単位

長さあたりの質量が r であった場合，運動方程式は 

( )
3

m x kx
r

+ = -
   (1.4.38) 

となる．つまり，余計な質量が付加される．運動方程式

がなぜこうなるかは自由課題としたい． 

1.5. 一次元振動の重要性 
 
一次元振動の運動方程式(1.4.2)は，単にバネ・マス・ダッ

シュポット系の振動を表せるだけでなく，例えば飛翔体の

定常状態まわりでの運動や，流体の振動など，様々な運動

を表現することができる． 
これはどういうことかというと，あらゆる運動は何等か

の運動方程式で表現されるが，それ自体は，飛翔体や流体，

弾性体で異なる．しかし，それらの運動がある定常状態

（steady state）にあって，あるとき，擾乱（disturbance）
が加えられると，わずかに運動が乱れるであろう．その乱

れた量を x とし，x を微小と仮定すれば，x が満たすべき

運動方程式は，元々の運動方程式をテーラー展開すること

で，x ，x ，xに関する線形の運動方程式として表すこと

ができる．そして，一般に，x ，x ，xに関する線形の運

動方程式は式(1.4.2)のように表現できるので，結局，式

(1.4.2)の解がわかれば，様々な運動，特に，定常状態まわ

りの微小運動を調べることができるのである． 

1.6. まとめ 
 
今回は「力と運動の物理学Ⅰ・Ⅱ」の復習を兼ねて，バ

ネ・マス・ダッシュポット系の一自由度振動について考え

た．また，固有振動数の意味について考えた．固有振動数

は機器の設計（特に衛星関係）では極めて重要な値になる

ので，固有振動数の意味についてはしっかり頭の中に入れ

ておいてほしい． 

1.7. 次回までの宿題 
 
1) 式(1.4.13)から式(1.4.15)を導きなさい． 
2) 式 (1.4.15)において 1z  の極限をとることで，式

(1.4.18)を導きなさい． 
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第2章 一自由度線形振動の復習（その 2） 
 
 

今回の講義では，前回に引き続き，バネ・マス・ダッシュポット系のような一自由度線

形二階微分方程式で表される運動について復習する． 
 
【今回のポイント】 

1) 自由振動および定常調和振動の定義 

2) バネ・マス・ダッシュポット系のエネルギ変化 

3) 実験データから減衰比と固有振動数を推定する方法 
 

 

2.1. 特性根と安定性 
 

1.4 節からわかる通り，運動の安定性は特性根l の実部の

正負によって決まることがわかる．すなわち， 

1) 実部が負ならば安定（ 0z > ） 
2) 実部が 0 ならば振動（ 0z = ） 
3) 実部が正ならば不安定（ 0z < ） 

3.1 節で学ぶ通り，特性根はいわゆる状態方程式の固有値と

一致する．状態方程式の固有値の実部の正負が系の安定性

を決めることは制御工学でも勉強することになるであろう． 
一般に，バネ・マス・ダッシュポット系は実部が負また

は 0 であるが，航空機に制御入力を与える場合や翼の振動

などは，場合によっては不安定になることもある．これら

については，制御工学，あるいは，大学院の空力弾性学等

で勉強してみるとよいだろう． 

2.2. 自由振動 
 
バネ・マス系は，最初に変位を与えたり，衝撃（力積）

を与えることで初期速度を与えたりすると，その後は一切，

外力を加えなくても振動（あるいは減衰振動）を続ける．

このように，運動中に一切の外力を加えない場合の振動を

自由振動と呼ぶ．1.2 節で調べてきたバネ・マス・ダッシュ

ポット系の振動は，外力が質点に作用しない場合の運動で

あり，これはまさに自由振動である． 

2.3. 調和振動 
 
バネ・マス系は「調和振動子」とも呼ばれ，バネ・マス

系の単振動は，「調和振動」とも呼ばれる．調和振動子と

は，一般に，ある点からの距離の二乗に比例するようなポ

テンシャルエネルギを有する振動体のことで，まさに，バ

ネ・マス系は調和振動子であり，バネ・マス系の自由振動

は調和振動となる．もちろん，減衰があったり，外力が作

用していたりする場合には調和振動にはならない． 
調和振動は，バネ・マス系だけでなく，ハミルトン系力

学，量子力学などでも出てくる．また，複雑な運動を調和

振動の組み合わせで近似することもよくやられる（フーリ

エ級数展開などもその例）． 

2.4. エネルギ変化 
 

1.2 節のバネ・マス・ダッシュポット系において，力学的

エネルギ 

2 21 1

2 2
mx kxP º +  (2.4.1) 

の時間変化を考えてみよう． 
運動方程式(1.4.2) 

0mx cx kx+ + =   (1.4.2) 

より， 

2mxx kxx cx+ = -     (2.4.2) 

つまり， 

( )2 2 21 1

2 2

d
mx kx cx

dt
+ = -   (2.4.3) 

左辺の被微分量はまさに力学的エネルギである．つまり， 

2d
cx

dt

P
= -   (2.4.4) 

この式から次のことがわかる． 

1) 0c > ならばエネルギは減少する（安定） 
2) 0c = ならばエネルギは一定 
3) 0c < ならばエネルギは増加する（不安定） 

c が「減衰係数」と呼ばれるのは，まさにこのことによる．

なお，この結果は 1.4 節の結果と符合していることはいうま

でもない． 

2.5. 自由振動データによる減衰比の推定 
 
これまで見てきた通り，減衰比の値は系の運動に大きな

影響を及ぼすので，振動系があったときにはその減衰比を

計測したいと思うことは多い．実際，例えば，衛星から伸

展マストを伸ばした際や，伸展後，衛星本体が姿勢マヌー

バした際にはマストは振動をするが，その振動がどれくら

いの時間で減衰するのかは衛星の姿勢制御やミッション遂

行に重大な影響を及ぼす場合があるので，減衰比を軌道上

で知りたくなる 
そういった場合，例えば，マストの先端に加速度センサ

を取り付けておいて，加速度センサの時間履歴を記録して

おいたり，マストの根元に歪ゲージを取り付けておいて，

歪ゲージの出力（実際にはブリッジ回路の電圧）の時間履

歴を記録したりしておけば，以下の方法で減衰比を推定す

ることができる（2.6 節で述べる通り，固有振動数も推定で

きる）． 
いま，上記のセンサの値を x とすれば，多くの場合，そ

のセンサの値はバネ・マス・ダッシュポット系における

0 1z< < の場合の応答ど同様のものになる．つまり，図

1.4.3 のような減衰振動応答となる． 
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図 1.4.3 減衰振動応答（再掲） 

この場合，1.2 節で述べた通り，時間履歴は式(1.4.13)で表す

ことができる．すなわち， 

2sin( 1 )ot
ox Ae tzw z w f-= - +  (2.5.1) 

このとき，センサデータ，すなわち，時々刻々の x の値か

ら，減衰比 z を以下の方法で求めることができるのである． 
いま，振幅が極大になる点を一つ選び，そのときの時刻

を 0t とする．振幅が極大になるということは， 0t t= のと

きに / 0dx dt = となるはずである．つまり， 

2

2 2

sin( 1 )

1 cos( 1 ) 0

o o

o o

t
o o o

t
o o o

e t

e t

zw

zw

zw z w f

z w z w f

-

-

- - +

+ - - + =
 (2.5.2) 

これより，次式を得る． 

2
2

0
1

tan( 1 )ot
z

z w f
z
-

- + =  (2.5.3) 

つまり， 

2 2
0sin( 1 ) 1otz w f z- + = -  (2.5.4) 

次に， 0t t= のあと，n 回後に極大になる点を nt t= とする

と， nt も式(2.5.4)と同様の式，すなわち， 

2 2sin( 1 ) 1o ntz w f z- + = -  (2.5.5) 

を満たし，これらより， 

2 2
01 2 1o o nt n tz w f p z w f- + + = - +  (2.5.6) 

であることがわかる．つまり， 

0 2

2

1
n

o

n
t t

p

z w
- =

-
 (2.5.7) 

そして， 0t t= のときのセンサの値を 0x とすれば， 

0

0

2
0 0

2

sin( 1 )

1

o

o

t
o

t

x Ae t

A e

zw

zw

z w f

z

-

-

= - +

= -
 (2.5.8) 

同様に， nt t= のときのセンサの値を nx とすれば， 

2

2

sin( 1 )

1

o n

o n

t
n o n

t

x Ae t

A e

zw

zw

z w f

z

-

-

= - +

= -
 (2.5.9) 

したがって， 

[ ]
0

0
0exp ( )

o

o n

t

o nt
n

x e
t t

x e

zw

zw
zw

-

-
= = -  (2.5.10) 

となる．したがって，式(2.5.7)より， 

0

2

2
exp

1n

x n

x

pz

z

é ù
ê ú=
ê ú-ë û

 (2.5.11) 

つまり，次式が成り立つことがわかる． 

[ ]

0
22

0

ln( / )

(2 ) ln( / )

n

n

x x

n x x
z

p
=

+
 (2.5.12) 

この式は， 0x の値と nx の値を記録しておけば，減衰比が求

まることを意味している．このようにして，軌道上データ

から減衰比を求めることができるのである． 

ただし，この式をそのまま使うと，実際のケースでは若

干問題が生じる場合もある．例えば，計測系のゼロ点がず

れてしまっていると，式(2.5.9)ではなく， 

21 o nt
n ox A e dzwz -= - +  (2.5.13) 

となってしまい，式(2.5.12)では誤差を生じてしまう可能性

がある．そこで，例えば， 

1 1

2
2

1 1

ln

4 ln

o n

n

o n

n

x x

x x

x x

x x

z

p

+

+

æ ö- ÷ç ÷ç ÷çè ø-
=

é æ öù- ÷ç+ ê ú÷ç ÷çê è øú-ë û

 (2.5.14) 

というように，差を取ったものを用いることで，ずれ量 od の

影響を取り除くことが考えられる．ただし，この場合でも，

計測誤差により 1 1o n nx x x x +- < - になると，減衰率がマイ

ナスになってしまうので，注意が必要である． 
このようなこともあり，減衰率を実験で求める場合には，

自由振動ではなく共振状態にして求める方法が取られるこ

とが多い．具体的な方法については 7.4 節で学ぶ． 

2.6. 自由振動データによる固有振動数の推

定 
 

2.5 節のように自由振動のデータを記録した場合，式

(2.5.7)より， 

2
0

2

1 ( )
o

n

n

t t

p
w

z
=

- -
 (2.6.1) 

これに式(2.5.12)を代入すると， 

[ ]22
0

0

(2 ) ln( / )n
o

n

n x x

t t

p
w

+
=

-
 (2.6.2) 

つまり， 0x と nx に加えて， 0t と nt を記録しておけば，固

有角振動数 ow を求めることができるのである．実際，航空

工学実験Ⅰの「慣性二次モーメントの実験」では，そうや

って固有角振動数を求め，そこから慣性モーメントを逆算

しているはずである． 

2.7. まとめ 
 
バネ・マス・ダッシュポット系の運動について補足した．

航空機開発や衛星開発，機械設計の部署に配属されると，

実験データから減衰率や固有振動数を求める機会も多くな

ると思うので，バネ・マス・ダッシュポット系の運動はよ

く理解しておいてほしい． 

2.8. 次回までの宿題 
 
1) 式(2.5.12)と(2.6.2)を導きなさい（何を前提として解け

ばよいかをよく考えること）． 
2) 式(2.5.14)を証明しなさい（何を前提として解けばよい

かをよく考えること）． 
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第3章 一自由度線形振動方程式の状態方程式表現 
 
 

今回の講義では，一自由度線形二階微分方程式で表される運動の性質を二自由度線形一

階微分方程式で表現し，時系列での状態遷移について定式化する． 
 
【今回のポイント】 

1) Runge-Kutta 法による微分方程式の数値解法の確認 

2) 運動方程式の状態方程式表現 

3) 状態遷移行列という発想 
 

 

3.1. 状態方程式表現 
 
この章では次式で表される運動について考察する（つまり，

x の係数は必ず 0 以上の場合のみを考える）． 

22 0o ox x xzw w+ + =   (3.1.1) 

この方程式は，ベクトル z を 

x

x

é ù
ê úº ê úë û

z


 (3.1.2) 

と定義すると，次のように書き換えることができる． 

=z Az  (3.1.3) 

ただし， 

2

0 1

2o ow zw

é ù
ê ú= ê ú- -ê úë û

A  (3.1.4) 

一般に，ある時刻での位置と速度が与えられると，それ以

降の位置と速度は運動方程式を解くことで求められるので，

位置と速度のペアはある時点での“運動の状態”を表すもの

であると解釈することができる．そこで，ベクトル z は一

般に状態量ベクトル（state vector）と呼ばれる． 
ここで，行列Aの固有値を h とすると，式(3.1.4)より， 

2 22 0o oh zw h w+ + =  (3.1.5) 

となる．これは特性方程式(1.4.5)そのものであり，行列Aの

固有値は特性根と一致することがわかる．したがって， 

1) 行列Aの固有値の実部が負ならば安定 
2) 行列Aの固有値の実部が 0 ならば振動 
3) 行列Aの固有値の実部が正ならば不安定 

これより，線形の一自由度系の運動（状態量として考えると

二自由度）は固有値問題と密接に関連していることがわかる． 
次に，行列Aの固有値を 1l ， 2l ，それらに対応した固有

ベクトルをそれぞれ 1e ， 2e とすると， 

1 1 1 2 2 2,l l= =Ae e Ae e  (3.1.6) 

ここで，式(3.1.4)より， 

1 2
1 2

1 1
,

l l

é ù é ù
ê ú ê ú= =ê ú ê úë û ë û

e e  (3.1.7) 

と書くことができるが，これらを用いると，式(3.1.3)の一般

解は次のように書くことができるはずである（実は， 1z =
のとき，固有方程式は重解を持ち，このとき， 1e と 2e は一

致してしまい，任意のベクトルを式(3.1.8)のように書くこと

はできない．したがって， 1z = の場合には，別途， z を

違う方法で求める必要がある．しかし，最終的に式(3.1.18)の
ように解を求め，この時点で 1z  の極限を取ると，その

ときの，極限値は， 1z = の場合の解と一致する．余裕のあ

る者は実際に確認してみてほしい）． 

1 1 2 2( ) ( )f t f t= +z e e  (3.1.8) 

そこで，これを式(3.1.3)に代入すると， 

1 1 2 2 1 1 1 2 2 2( ) ( )f f f t f tl l+ = +e e e e   (3.1.9) 

したがって， 

1 1 1 2 2 2,f f f fl l= =   (3.1.10) 

となり， 

1 2
1 1 2 2,t tf Pe f P el l= =  (3.1.11) 

を得る（ただし， 1P ， 2P は積分定数）．したがって，一般

解は次のように書ける． 

1 2
1 1 2 2

t tPe P el l= +z e e  (3.1.12) 

これを成分で書くと，式(3.1.7)より，次式となり，従来の方

法（解を tx el= と仮定して 2 つの特性根 1l ， 2l を出し， 1tel

と 2tel の線形和で一般解を表すという方法）と一致する． 

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1

21 1 2 2 1 2

t t t t

t t t t

x Pe P e e e P

x PPe P e e e

l l l l

l l l ll l l l

é ù é ùé ù é ù+ê ú ê úê ú ê ú= =ê ú ê úê ú ê ú+ê ú ê úë û ë ûë û ë û


 (3.1.13) 

式(3.1.13)に初期条件（ 0t = で o=z z ）を代入すると， 

1

1 2 2

1 1
o

P

Pl l

é ù é ù
ê ú ê ú= ê ú ê úë û ë û

z  (3.1.14) 

つまり， 

1
1

2 1 2

1 1
o

P

P l l

-é ù é ù
ê ú ê ú=ê ú ê úë û ë û

z  (3.1.15) 

また，式(3.1.13)は 

1

2

1

1 2 2

1 1 0

0

t

t

e P

Pe

l

ll l

é ùé ù é ùê úê ú ê ú= ê úê ú ê úê úë û ë ûë û
z  (3.1.16) 

と書けるので，式(3.1.15)を代入すると， 

1

2

1

2

1

1 2 2

1

1 2 1 2

1 1 0

0

1 1 0 1 1

0

t

t

t

ot

e P

Pe

e

e

l

l

l

l

l l

l l l l

-

é ùé ù é ùê úê ú ê ú= ê úê ú ê úê úë û ë ûë û
é ùé ù é ùê úê ú ê ú= ê úê ú ê úê úë û ë ûë û

z

z

 (3.1.17) 

整理すると， 

o=z Cz  (3.1.18) 

ただし， 
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2 1 2 1
1

2 1 2 1
2

1
2 1 2 1

1 2 1
2 1 2 1

t t t t
t

t t t t
t

e e e e
e

e e e e
e

l l l l
l

l l l l
l

l
l l l l

l l l
l l l l

é ù- -ê ú-ê ú- -ê ú= ê ú- -ê ú- +ê ú- -ë û

C  (3.1.19) 

※なお，式(3.1.3)を，初期条件 (0) o=z z のもとで解くと， 

t
oe= Az z  (3.1.20) 

となる．この式を見て，「e の行列乗ってなんだ？」と思

うかもしれないが，一般に，任意の行列W に関し，eW は 

2 31 1

2 6
e º + + + +W I W W W   (3.1.21) 

と定義される．ここで，一般に，W の固有値を 1l ， 2l ，

固有ベクトルを 1e ， 2e とすれば， 

[ ] [ ] 11
1 2 1 2

2

0

0

l
l

-é ù
ê ú= ê úë û

W e e e e  (3.1.22) 

と書けるので， 

[ ] [ ] 11
1 2 1 2

2

0

0

n
n

n

l

l

-
é ù
ê ú= ê ú
ê úë û

W e e e e  (3.1.23) 

したがって， 

[ ]

[ ]

[ ] [ ]
1
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2
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2
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1
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1
1 2 1 2

1
1 0

2
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0 1
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e

e

e

l

l

l l

l l
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=
é ù
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ê ú´ ê ú
ê ú+ + +ê úë û

´
é ù
ê ú= ê ú
ê úë û

W e e

e e

e e e e



  (3.1.24) 

となる．したがって， 

[ ] [ ]
1

2

2 2 3 3

1
1 2 1 2

1 1

2 6
0
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t

t

t

e t t t

e

e

l

l
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= + + + +

é ù
ê ú= ê ú
ê úë û

A I A A A

e e e e


 (3.1.25) 

となり，解は次のように書くことができる． 

[ ] [ ]
1

2

1
1 2 1 2

0

0

t

ot

e

e

l

l
-

é ù
ê ú= ê ú
ê úë û

z e e e e z  (3.1.26) 

これは結局，式(3.1.17)と一致する． 

3.2. 状態遷移行列 
 
式(3.1.26)において，あるサンプリングタイム tD ごとの値

を考えよう．時刻を nt n tDº とし， nt t= のときの zの値

を nz とする．このとき，式(3.1.26)より， 

[ ] [ ]
1

2

1
1 2 1 2

0

0

n

n

t

n ot

e

e

l

l
-

é ù
ê ú= ê ú
ê úë û

z e e e e z  (3.2.1) 

であり，計算すると，次式を得る． 

[ ] [ ]
1

2

1
1 1 2 1 2

0

0

t

n nt

e

e

l D

l D
-

+

é ù
ê ú= ê ú
ê úë û

z e e e e z  (3.2.2) 

つまり， 

1n n+ =z Pz  (3.2.3) 

と書くことができる．ただし， 

[ ] [ ]
1

2

1
1 2 1 2

0

0

t

t

e

e

l D

l D
-

é ù
ê úº ê ú
ê úë û

P e e e e  (3.2.4) 

である．一般に，ある時刻でのデータ nz と，次の時間ステ

ップのデータ 1n+z とが式(3.2.3)のような関係にある場合，

Pは状態遷移行列と呼ばれる． 
実際に式(3.1.7)を(3.2.4)に代入すると， 

2 1 2 1
1

2 1 2 1
2

1
2 1 2 1

1 2 1
2 1 2 1

t t t t
t

t t t t
t

e e e e
e

e e e e
e

l D l D l D l D
l D

l D l D l D l D
l D

l
l l l l

l l l
l l l l

é ù- -ê ú-ê ú- -ê ú= ê ú- -ê ú- +ê ú- -ë û

P

 (3.2.5) 

これは，式(3.1.19)で t を tD に置き換えたものになっている．

これは，系の運動が線形であることを考えれば当然の結果と

いえよう．なお，式(3.2.5)の 1l や 2l に具体的な値（式(1.4.6)）
を代入した結果については 3.3 節にて示す． 

3.3. 外力が作用する場合 
 
バネ・マス・ダッシュポット系に外力 ( )F t が作用する場

合の運動方程式は次の通りである． 

mx cx kx F+ + =   (3.3.1) 

例えば， 0 1z< < であるバネ・マス・ダッシュポット系

（減衰振動系）に，ある時間 0 et t£ £ の範囲で外力 ( )F t が

作用していて，その外力の値がサンプリングタイム tD ごと

にセンサで測定できたとする．この場合，質点の運動はどの

ようなものになっていたと推測されるだろうか？また，

0 et t£ £ の間における質点の最大加速度はどれくらいだっ

たと推測されるだろうか？ 
この問題は以下のように解けばよい．まず，図 3.3.1 のよ

うに外力の時系列データを折れ線補間する．つまり，サンプ

リングしていない時間の値はわからないので，何等かの補間

により近似するしかないが，それをここでは直線補間で近似

することとする． 

 
図 3.3.1 外力の時系列データ 

このとき，ある n 番目のサンプリングにおける時刻 nt は

nt n tD= と書けるが，このときの外力のサンプリング値を

nF とすれば，時刻 nt から 1nt + までの運動方程式は次のよう

に書ける． 

1 ( )n n
n n

F F
mx cx kx F t t

tD
+ -

+ + = + -   (3.3.2) 

あるいは， 

2 12 ( )n n
o o n nx x x t t

t

a a
zw w a

D
+ -

+ + = + -   (3.3.3) 

ただし， na は次式で定義される加速度の単位をもったもの

（慣用的に「加速度荷重」と呼ばれる）である． 

n
n

F

m
a º  (3.3.4) 

このとき，式(3.3.3)は解くことができて， 

t

F

O

tD
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nt tt º -  (3.3.5) 

とおけば，以下のようになる． 

[ ]2 2
1 2

1 1
2 2 3

sin 1 cos 1

2

o
o o

n n n nn

o o o

x e C C

t t

zw t z w t z w t
a a a aa

t z
w D w w D

-

+ +

= - + -
- -

+ + -
(3.3.6) 

[ ]2 2
1 2

1
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sin 1 cos 1o
o o

n n

o

x e D D

t

zw t z w t z w t
a a

w D

-

+

= - + -
-

+


(3.3.7) 

ただし， nx ， nv を時刻 nt での位置および速度として， 

1 2
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1
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1
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1

1
2

n o n

o

n n
n
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 (3.3.8) 
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 (3.3.9) 

したがって， 
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 (3.3.10) 

したがって，この式で時々刻々の位置と速度を求めてゆけば，

運動の様子を知ることができる． 
また，加速度は 

[ ]2 2
1 2sin 1 cos 1o

o ox e W Wzw t z w t z w t-= - + -

 (3.3.11) 

であり，時刻 1nt + での加速度は， 

[ ]
1

2 2
1 2sin 1 cos 1o

n

t
o o

a

e W t W tzw D z w D z w D

+
-= - + -

 (3.3.12) 

ただし， 
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{ }
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1

(1 2 )
1
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1
1 2
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w Dz
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+
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 (3.3.13) 

さて，衛星を例にとると，フェアリング開頭や衛星分離時

には衛星に衝撃がかかるが，その衝撃に衛星が耐えられるか

どうかを確認するために衝撃試験を行う．これは，衛星を置

いている台に衝撃を加え，そこの時々刻々の加速度を測定し，

そのデータを na として，式(3.3.12)で質点（衛星）に作用す

る時々刻々の加速度を計算し，その最大値を求める．その際，

減衰比 z は仮定し（0.05 にすることが多い），質点の固有振

動数 / 2o of w p= を例えば 100Hz から 5000Hz の間で変化さ

せる．つまり，それぞれの場合について，最大加速度を計算

する．衝撃試験では，仮定した固有振動数に対して，衛星に

作用する最大加速度（Shock Response Spectrum，SRS）が

ある値以上になるような衝撃を加えることがロケット側か

ら要求される．つまり，ある値以上の加速度が作用しても衛

星は壊れないことを証明しなければならない．図 3.3.2 に

SRS の要求値の例を，図 3.3.3 に試験結果例を示す． 

 
図 3.3.2 SRS 

 
図 3.3.3 衝撃試験結果例 

さて，元に戻って，時刻 0t = で 0x = ， 0x = なる初期条

件のもと， 0.05z = ， 40ow = として，図 3.3.4 のような加

速度荷重が作用した場合の質点の変位の応答を式(3.3.10)で
計算してみると図 3.3.5 のようになり，加速度は図 3.3.6 のよ

うになる．質点の加速度は，加速度荷重とほぼ同じになるが，

この例では，バネやダッシュポットの影響で，少し絶対値が

大きめに出ている．また，変位応答自体は，主に角振動数 ow
の固有振動が発生し，それに，加速度荷重による高次の強制

振動がわずかに（目に見えない程に）加わっている． 

 
図 3.3.4 加速度荷重の例 
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図 3.3.5 加速度荷重に対する応答の例 

 
図 3.3.6 加速度荷重に対する加速度応答の例 

なお，式(3.3.10)と(3.3.8)，(3.3.9)より，状態遷移関係は， 

11 12 11 12

21 22 21 22 1
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P P Q Q
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a +

é ù é ù é ù
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 (3.3.14) 

として， 

1n n n+ = +z Pz Qa  (3.3.15) 

ただし， 
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 (3.3.16) 
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 (3.3.17) 

当然ながら，式(3.2.5)のPと式(3.3.14)のPは一致する． 

3.4. 状態方程式の重要性 
 
前節まででは，二階の微分方程式をわざわざ一階の微分方

程式に変形し，状態遷移行列を求めた．これを読んで，「な

ぜ，わざわざ一階の微分方程式に直すのか？」と思う者もい

るだろう．しかし，一般に，式(3.3.15)のような状態遷移関

係が成り立つ場合の系の動力学や制御については様々な研

究がこれまでなされており，それらの研究成果を用いること

ができるという点で，式(3.3.15)のような形に変形すること

には意味がある． 
実際，PやC の中身が式(3.3.16)，(3.3.17)ではなくとも，

例えばPの固有値が正か 0 か負かで，運動の性質がどのよ

うに異なるかは過去の研究で示されていて，様々な考察がで

きる． 

3.5. まとめ 
 
バネ・マス・ダッシュポット系の状態方程式，ならびに，

状態遷移方程式を示した．これを用いると，様々な外力に対

する系の応答を簡単に求めることができるので，エクセルな

どを使って遊んでみてほしい． 

3.6. 次回までの宿題 
 
1) 式(3.3.6)に初期条件を代入することで，式(3.3.8)を導き

なさい． 
2) 衝撃試験により加速度の過渡応答データが得られたと

する．減衰率を固定（例えば， 0.05z = ）したとして，

横軸を，供試体の仮定した固有振動数（周波数）．縦軸

を SRS とするグラフを描く手順（計算手順）を箇条書き

で述べなさい． 
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第4章 運動／振動の捉え方 
 
 

今回の講義では，バネ・マス・ダッシュポット系のような一自由度線形二階微分方程式

で表される運動を位相平面で表現する．合わせて，位相平面の利用法についても紹介す

る．また，運動の表現方法の別の例として，直交関数による展開についても紹介する． 
 
【今回のポイント】 

1) 位相平面で運動を理解・把握するという発想 

2) 直交関数を用いた任意の関数の表現 

3) 運動を理解しようという発想 
 

 

4.1. 位相平面 
 
時間が経つにつれて状態量がどう変化してゆくかを視覚

的に見る方法の一つとして，状態量を位相平面（phase plane）
にプロットしていく方法がある．位相平面にも様々なものが

あるが，この章では，横軸に位置 x ，縦軸に速度 x をとった

ものを考える．例えば，制御において，目標が何等かの状態

の静止（姿勢制御や振動制御など）である場合，位相平面上

での運動の軌跡がどうなるか，最終的に原点に収束するのか，

などといったことを視覚的に見ることができるのは，運動の

特徴を議論する上で大変便利である． 
次節では，実際にバネ・マス・ダッシュポット系の運動の

軌跡を位相平面で見てみる． 

4.2. 線形振動における位相平面 
 

1.2 節のバネ・マス・ダッシュポット系において，横軸を x ，

縦軸をy x= としてグラフを描くと，次のようになる． 
 
1) 0z = の場合 

この場合には式(1.4.11)より， 

sin cos

cos sin

o
o o o

o

o o o o o

v
x t x t

y v t x t

w w
w

w w w

ìïï = +ïïíïï = -ïïî

 (4.2.1) 

となるので，例えば， 1ox = ， 0.05ov = ， 0.1ow = の場

合のグラフは図 4.2.1 のような楕円となる． 

 
図 4.2.1 位相曲線（定常振動） 

2) 1z < の場合 

この場合には，式(1.4.15)より， 
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 (4.2.2) 

となるので，例えば， 1ox = ， 0.1ov = ， 0.1z = ， 0.1ow =

の場合のグラフは図 4.2.2 のように渦巻き状になる．この

ように徐々に運動が原点に収束してゆくことがわかる． 

 
図 4.2.2 位相曲線（減衰振動） 

3) 1z = の場合 

この場合には式(1.4.18)より， 
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 (4.2.3) 

例えば， 1ox = ， 0.05ov = ， 0.1ow = の場合の応答は図

1.4.3 のようになり，素早く原点に収束することがわかる． 

 
図 4.2.3 位相曲線（臨界減衰） 

4) 1z > の場合 

この場合には式(1.4.21)より， 
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 (4.2.4) 

例えば， 1ox = ， 0.05ov = ， 2z = ， 0.1ow = の場合の

応答は図 1.4.5 のようになり，この場合も素早く原点に収

束することがわかる． 

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

y

x

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5

y

x

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

y

x



―4-2― 

 
図 4.2.4 位相曲線（過減衰） 

5) 1 0z- < < の場合 
この場合には式(1.4.25)より， 
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 (4.2.5) 

となる．例えば， 1ox = ， 0.05ov = ， 0.1z = - ， 0.1ow =
の場合の応答は図 4.2.5 のように外に広がる渦巻き状とな

り，運動は発散してゆくことがわかる． 

 
図 4.2.5 位相曲線（発散振動） 

5) 1z = - の場合 
この場合には式(1.4.28)より， 
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 (4.2.6) 

となる．例えば， 1ox = ， 0.05ov = ， 0.1z = - ， 0.1ow =
の場合の応答は図 4.2.5 のようになり，運動は発散する． 

 
図 4.2.6 位相曲線（臨界発散） 

6) 1z < - の場合 
この場合には式(1.4.31)より， 
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 (4.2.7) 

例えば， 1ox = ， 0.05ov = ， 2z = - ， 0.1ow = の場合

の応答は図 4.2.7 のようになり，これも発散することがわ

かる． 

 
図 4.2.7 位相曲線（発散） 

※ちなみに，ここで示したような x と y xº  の軌跡

（trajectory）をプロットした平面だけでなく，時刻など

あるパラメータの変化に合わせて値が変化する任意の複

数の変数があったときに，それらをそれぞれの座標軸とす

る空間を考えて，そこで軌跡を描くことができる．この空

間は位相空間と呼ばれ，ここで示した位相平面は，二次元

の位相空間である．三次元のユークリッド空間も位相空間

の一つとみなすことができる．位相空間でものごとを考え

るのは，例えば非線形制御などを考える場合に有効である．

詳しくは制御工学の講義で学んでほしい． 

4.3. Poincare Map 
 
位相平面は解の挙動（運動の様子）を視覚的に理解するの

に適しているが，それが特に威力を発揮するのは非線形の運

動の場合であろう． 
例えば，ある運動の時系列データが図 4.3.1 のようなもの

であったとする．この運動は線形振動ではなく，非線形の振

動であり，位置，速度とも，グラフを見ただけではどのよう

な特徴があるのかわからないだろう．かろうじて，「何か振

動していて，少し周期性のようなものがありそうだが，いろ

んな波がランダムに混ざり合っているようで，よくわからな

い」という程度であろう． 

 
(a) 位置 

 
(a) 速度 

図 4.3.1 非線形振動の例 

しかし，位相平面上に軌跡を描くと図 4.3.2 のようになり，

「渦が 2 つあって，行ったり来たりする軌跡になっているよ
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うだ」というような傾向が見えてくる．これだけでも，図

4.3.1 に比べればはるかに運動の傾向を捉えることができた

ことになると思うが，これだけではちょっと物足りない． 
そこで，図 4.3.1 の時系列データを，ある周期T ごとに抜

き 出 し て み る ． つ ま り ， [ (0), (0)]x x ， [ ( ), ( )]x T x T ，

[ (2 ), (2 )]x T x T ， [ (3 ), (3 )]x T x T といったように抜き出してゆ

き，それぞれのペアを位相平面上にプロットしてみる．つま

り，図 4.3.2 では全ての [ ( ), ( )]x t x t のペアをプロットしたが，

今度は飛び飛びにプロットしてみるのである． 
すると，図 4.3.3 のような特徴的な図が現れる．これは，

実は，いわゆるカオス（chaos）の例であり，アトラクタ

（attractor）と呼ばれる． 

 
図 4.3.2 非線形振動の位相平面の例 

 
図 4.3.3 Poincare Map の例 

この例のように，時系列データをある周期ごとに位相平面

にプロットしたものは Poincare Map（ポアンカレマップ）

と呼ばれ，非線形の運動，特に周期性があるような運動（振

動などの他，例えば惑星への軌道投入・周回運動など）を理

解するためによく用いられる． 
なお，この例は次の運動方程式（Duffing 方程式と呼ばれ

る）を Runge-Kutta 法で解いたものである． 

{

3 cos( )

( , ) (1,0), 0.2, 0.3, 1o o

x x x x t

x v

d g w
d g w

= - + - +
= = = =

 
 (4.3.1) 

この式の詳細は以下のホームページを参照されたい． 
http://brain.cc.kogakuin.ac.jp/~kanamaru/Chaos/Animatio
n/duffing.html 

4.4. 位相平面を利用した制御 
 
例えば，あるバネ・マス系の運動方程式が 

0dmx k x+ =  (4.4.1) 

であったとしよう．この式からわかる通り，この系には減衰

がないので，永久に振動をし続けることになる．この振動を

止めて静止させたい場合には，何等かの力（制御力）を加え

るしかない．この力を ( )F t とおくと，運動方程式は 

( )dmx k x F t+ =  (4.4.2) 

となる． ( )F t としてどういうものがいいか，ということに

ついては，一意に決まるものではなく，設計者が決めればよ

い．例えば，センサで時々刻々の位置 x と速度 x を計測でき

たとすれば，これまでの経験から，制御力を 

( ) ( )dF t cx k k x= - + +  (4.4.3) 

とすればよいのではないか，と思うだろう．実際，このよう

に制御力を与えるとすると，式(4.4.2)は 

0mx cx kx+ + =   (4.4.4) 

となり， 0c > ， 0k > であれば振動は収束する．これが最

も単純な PD 制御（Proportional-Differential  Control）と呼

ばれるものである． 
これでうまくいけば問題ない．しかし，もし，質点に別の

未知の外力が作用していたらどうなるだろうか？ 
例えば， ( , ) (1,4)dm k = の系を ( , ) (2.2,1)c k = で PD 制御す

る場合，初期値が ( , ) (1,0)x x = であれば，位置の時刻歴は図

4.4.1 のようになり，運動はきれいに減衰している．また，

位相平面上では図 4.4.2 のようになり，原点にきれいに収束

していることがわかる． 

 
図 4.4.1 外乱がない場合の PD 制御の例 

 
図 4.4.2 外乱がない場合の PD 制御の例（位相平面） 

しかし，例えば，もともと質点に sinoP tw なる加振力が作用

していた場合には，運動方程式は 

sin ( )d omx k x P t F tw+ = +  (4.4.5) 

となり，式(4.4.3)で制御しようとすると，運動方程式は 

sinomx cx kx P tw+ + =   (4.4.6) 

となり，例えば， ( , ) (5,10)oP w = の場合には図 4.4.3 のよう

になって，残留振動が残り続ける．また，位相平面上の軌跡

は図 4.4.4 のようになって，運動は収まってきてはいるが，

最後まで原点まわりの楕円を描き続けることになる． 

 
図 4.4.3 外乱を考慮しない PD 制御の例 
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図 4.4.4 外乱を考慮しない PD 制御の例（位相平面） 

これに対し，制御力を式(4.4.3)ではなく， 

( ) sgn( )dF t cx k x K cx mx= - + - +   (4.4.7) 

としたらどうなるであろうか．実際に， 5K = としてみた

のが図 4.4.5 であり，あっという間に運動は収束している．

また，位相平面上の軌跡は図 4.4.6 の通りである．この図で

は，はじめ，軌跡は原点まわりの楕円に近い形を描くが，あ

るところから，一直線に原点に向かっている． 
実は，式(4.4.7)は，もともと，位相平面上で軌跡が直線

0cx my+ = を描くように考えたものである．実際，外乱が

なければ，運動は図 4.4.7 のようになり，やはりあっという

間に収束するし，位相平面上の軌跡は図 4.4.8 のようになっ

て，直線 0cx my+ = にたどり着いた瞬間，この直線状を原

点に向かって進みだす． 

 
図 4.4.5 外乱ありの sliding mode 制御の例 

 
図 4.4.6 外乱ありの sliding mode 制御の例（位相平面） 

 
図 4.4.7 外乱なしの sliding mode 制御の例 

 
図 4.4.8 外乱なしの sliding mode 制御の例（位相平面） 

このように，位相平面上で「こういう運動をしてほしい」

と考えて，それを実現するような制御力を考えるのもおもし

ろいだろう．そのためにも，一次元振動系や位相平面につい

てはしっかりと理解しておいてほしい． 
なお，興味のある者は，「スライディングモード」，「リ

アプノフ関数」といった語句で検索してみるといいだろう． 

4.5. 直交関数による級数展開 
 
「運動の見方」という意味で，この節では直交関数による

級数展開（一般フーリエ展開と呼ばれる）について簡単に触

れてみたい． 
例えば，ある物体の座標の時系列データ ( )f t が得られたと

する．これを，与えられた複数の関数 1( )tf ， 2( )tf ， 3( )tf ，

4( )tf ，.…の和で表すことができるかどうか考えてみよう．

すなわち， 

1 1 2 2 3 3

1

( ) ( ) ( ) ( )

( )m m
m

f t a t a t a t

a t

f f f

f
¥

=

= + + +

= å


 (4.5.1) 

ただし， 1a ， 2a ， 3a ，…は定数である．この場合，このよ

うにある関数を既知の関数系の和で表す，すなわち，級数展

開できるかどうか，できるとしたら，係数 1a ， 2a ， 3a ，…

をどうやって定めればよいのかが問題となるのであるが，

( )m tf として直交関数系を用いるとどうなるかを考えるの

がこの節のテーマである． 

4.5.1. 関数同士の内積 

直交関数系とは，その名の通り，お互いに直交する関数の

集合のことである． 
一般に，「直交する」とは，「内積が 0 となる」というこ

とである．ベクトル同士であれば，お互いの成す角度が 90°
という幾何学的な解釈ができるが，「関数同士が直交する」

とはどういうことであろうか？ 
このポイントは，「内積」の定義であるが，結果だけ記す

と，ここでは，関数 ( )f x と ( )g x の内積を次式で定義する． 

0

( ), ( ) ( ) ( )
ex

x
f x g x f x g x dx= ò  (4.5.2) 

ただし， 0x や ex は適宜定める．つまり，積分を使って「内

積」を定義するのである．このとき，「関数同士が直交する」

とは，右辺の積分が 0 となることを意味する． 

4.5.2. 直交関数系 

前項により，関数同士の内積が定義できたので，直交関数

系を次のように定義することができる．すなわち，無限個の

関数の集合 1 2 3{ } { , , , }mf f f f=  において，次式のように，

それぞれの元がお互いに直交する，すなわち， 
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, 0 (if )m n m nf f = ¹  (4.5.3) 

のとき，集合{ }mf は直交関数系を成すという．以下に直交

関数系の例をいくつか示す． 
 
1) 三角関数 

内積を 

( ), ( ) ( ) ( )f x g x f x g x dx
p

p-
º ò  (4.5.4) 

と定義するとき， {1,cos ,cos2 , , sin , sin2 , }x x x x  は直交

関数系を成す． 
 

2) Legendre 多項式 
内積を次のように定義する． 

1

1
( ), ( ) ( ) ( )f x g x f x g x dx

-
º ò  (4.5.5) 

このとき，Legendre（ルジャンドル）多項式 

{ }21
( ) ( 1)

2 !

n
n

n n n

d
P x x

n dx
º -  (4.5.6) 

は直交関数系を成す． ( )nP x は，具体的には 

1

2

2
3

3
4

4 2
5

( ) 1

( )

1
( ) (3 1)

2
1

( ) (5 3 )
2
1

( ) (35 30 3)
8

P x

P x x

P x x

P x x x

P x x x

=
=

= -

= -

= - +



 (4.5.7) 

これらを図示すると，図 4.5.1 のようになる． 

 
図 4.5.1 Legendre 多項式 

3) Hermite 多項式 
内積を次のように定義する． 

2

( ), ( ) ( ) ( ) xf x g x f x g x e dx
¥ -

-¥
º ò  (4.5.8) 

この式は式(4.5.2)とは少し異なるが，これも数学的には内

積の定義に沿ったものである．このとき，Hermite（エル

ミート）多項式 

2 2

( ) ( 1)
n

n x x
n n

d
H x e e

dx

-º -  (4.5.9) 

は直交関数系を成す． ( )nH x は，具体的には 

0

1

2
2

3
3

4 2
4

( ) 1

( ) 2

( ) 4 2

( ) 8 12

( ) 16 48 2

H x

H x x

H x x

H x x x

H x x x

=

=

= -

= -

= - +


 (4.5.10) 

これらを図示すると，図 4.5.2 のようになる． 

 
図 4.5.2 Hermite 多項式 

4) Chebyshev 多項式 
内積を 

1

21

( ) ( )
( ), ( )

1

f x g x
f x g x dx

x-
º

-
ò  (4.5.11) 

と定義するとき，Chebyshev（チェビシェフ）多項式 

( ) cos( ) where cosnT x nt x tº =  (4.5.12) 

は直交関数系を成す．ちなみに， ( )nT x は，具体的には 

0

1

2
2

3
3

4 2
4

( ) 1

( )

( ) 2 1

( ) 4 3

( ) 8 8 1

T x

T x x

T x x

T x x x

T x x x

=

=

= -

= -

= - +


 (4.5.13) 

これらを図示すると，図 4.5.3 のようになる． 

 
図 4.5.3 Chebyshev 多項式 

4.5.3. 直交展開 

準備が整ったところで，本題である，直交関数による級数

展開について考えよう． 
いま，ある関数 ( )f t が与えられたときに，直交系{ }mf を

用いて，級数 ( )f t を次式で定義する． 

1

( ) ( )m m
m

f t c tf
¥

=

º å  (4.5.14) 
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このとき， mc をどんな値にしたら， ( )f t が ( )f t に近い関数

となるであろうか？ 
これを考えるためには， ( )f t と ( )f t の近さ，あるいは，誤

差を定義してあげる必要がある． 
一般に，関数 ( )g t のノルム（長さのようなもの）を 

2( ) ( ), ( ) ( )
e

o

t

t
g t g t g t g t dtº = ò  (4.5.15) 

で定義し（ベクトルの長さを，そのベクトルの自分自身との

内積の平方根で定義するのと同じ），誤差のノルムを 

[ ]2( ) ( ) ( ) ( )
e

o

t

t
e f t f t f t f t dt= - = -ò   (4.5.16) 

と定義する．この式からわかる通り，e は 0 以上であり，0
になるのは， ( ) ( )f t f t=  のときと思っておいてよいだろう

（厳密には， ( ) ( )f t f t=  でなくても 0e = となる特殊な場合

もあるが）． 
若干の計算からわかる通り，e が最小になるのは， 

,

,
m

m
m m

f
c

f
f f

º  (4.5.17) 

のときである．そこで，級数 

1

,
( ) ( )

,
m

m
m mm

f
f t t

f
f

f f

¥

=

º å  (4.5.18) 

を ( )f t の直交展開（一般フーリエ展開）と呼び，級数展開に

おける係数 mc を直交展開係数（一般フーリエ係数）と呼ぶ．

実際，もともとの関数 ( )f t を，この直交展開で近似すること

が様々な分野でよく行われる．例えば，直交関数系として

{1,cos ,cos2 , , sin , sin2 , }t t t t  を選ぶと， 

0

1

, cos
( ) cos

cos ,cos

, sin
sin

sin , sin

n

n

f nt
f t nt

nt nt

f nt
nt

nt nt

¥

=
¥

=

=

+

å

å



 (4.5.19) 

と書ける．ここで， 

2sin , sin sinnt nt ntdt
p

p
p

-
= =ò  (4.5.20) 

2cos , cos cos

2 ( 0)

( 1)

nt nt ntdt

n

n

p

p
p

p

-
=

ì =ïï= íï ³ïî

ò
 (4.5.21) 

であるから， 

[ ]0

1

( ) cos sin
2

1
( )cos

1
( )sin

n n
n

n

n

a
f t a nt b nt

a f t ntdt

b f t ntdt

p

p
p

p

p

p

¥

=

-

-

= + +

ìïï =ïïíïï =ïïî

å

ò

ò



 (4.5.22) 

これはまさにフーリエ展開である． 

4.5.4. 直交展開の例 

実際に直交展開をしてみよう．例えば， 

3sin cos [ 1 1]y x x x x x= - - £ £  (4.5.23) 

のグラフは図 4.5.4 のようになるが，これを Legendre 多項式

で展開してみよう．この場合，式(4.5.5)，(4.5.7)より， 

1 1 2 2 3 3
2 2, 2 , , , ,
3 5

P P P P P P= = =  (4.5.24) 

であるので， 
 

 
図 4.5.4 3sin cosy x x x x= - のグラフ 

 

4.5.5. 直交展開の誤差 

では，直交展開をした場合の実際に誤差がどれくらいにな

るかというと，若干の計算からわかる通り， 

2 2 2

1

( ) ( ) ( ) , ( )m m m
n

f t f t f t cf f
¥

=

- = - å  (4.5.25) 

となる．したがって，この式の右辺が 0 になれば，誤差は 0，
すなわち，直交展開はもともとの関数と一致するとみなして

よいことがわかる．実際にこれが 0 になるかどうかは， ( )f t
がどんな関数であるかには関係なく，直交関数系 { }mf がど

ういう関数の集合であるかによる．そして，0 になる場合，

{ }mf は「完全系である」という． 
完全な直交関数系の例としては，フーリエ級数展開に用い

る {1,cos ,cos2 , , sin , sin2 , }x x x x  が挙げられる．フーリエ

級数展開がよく用いられるのは，この直交関数系が完全系で

あることによる． 

4.5.6. 直交関数系のありがたさ 

一般に， ( )f t を，ある関数系{ ( )}m tj の線形和で近似する

場合，つまり， ( )f t を次式で定義される ( )f t で近似すること

を考えてみよう． 

1

( ) ( )m m
m

f t g tj
¥

=

º å  (4.5.26) 

この場合，どうやって係数 mg を定めればよいであろうか？

{ ( )}m tj が直交関数系であれば， mg は直交展開係数にすれ

ばよく，式(4.5.17)で計算できる．しかし，直交関数系でな

かったとしたらどうすればよいだろうか？ 
実はこの問題は，結局のところ，{ ( )}m tj から新たに直交

関数系をつくりだし，その直交関数系の直交展開係数を求め

ることで，最終的に mg を求めることができる．余裕があれ

ば，実際に求めてみてほしい． 
逆に言えば，直交関数系で展開しないと，最適な係数（誤

差ノルムを最小にする係数）を求めるのは困難となる． 

4.5.7. 直交関数の利用法 

例えば，二次元平面内で，原点(0,0)から終点 ( , )a b までを

飛翔体が運動する場合の，燃料が最小となるような軌道を求

めたいとする．この場合， 0 x a< < の範囲で，任意の x に

対し，y 座標を求める必要があるが，これは，言い換えれば，

無限個の点の座標を全て求めるという作業となる．これは，

一般には容易なことではない． 
そこで，例えば，ある直交関数系 { ( )}m tf を用いて，最適

な軌道を直交関数の線形和で表現し，その係数を未知数とし

て，燃料が最小となるような係数を求める，ということが考
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えられる．つまり， 

1

( ) ( )m m
m

y x d xf
¥

=

= å  (4.5.27) 

として， md を求めるということである．この場合も，係数

md も無限個あるはずで，解くのは困難であるが，式(4.5.27)
の級数を無限個ではなく，ある有限個の級数にした場合，す

なわち， 

1

( ) ( )
N

m m
m

y x d xf
=

= å  (4.5.28) 

とした場合には，高々N 個の未知数を決定すればよいだけ

であるので，コンピュータを用いれば計算することができる．

もちろん，N 個にしてしまうと，表現できる軌道が限定さ

れてしまうので，完全な最適軌道にはならないが，工業数学

の授業でフーリエ級数展開を学んだ時に経験した通り，N
がある程度大きければ，かなり様々な曲線を表現できるので，

実用には耐え得る解が得られるだろう． 

4.6. まとめ 
 
今回は位相平面について紹介し，バネ・マス・ダッシュポ

ット系やその他の非線形振動系を例に，位相平面の利用法に

ついて解説した． 

4.7. 次回までの宿題 
 
1) 図 4.2.1 の楕円の方程式を示しなさい． 
2) 過減衰において，減衰比が大きい場合と小さい場合とで，

どちらが早く運動は減衰するか？ 
3) 式(4.5.17)を証明しなさい． 
 

 





―5-1― 

第5章 運動方程式の数値解法の基礎 
 
 

前々回の講義では一次元線形微分方程式の解析解を用いて質点の運動の過渡応答を求め

た．今回の講義では，非線形の問題も含め，2 階の常微分方程式で表される運動方程式

を数値計算で解く最も簡単な方法の一つである Runge-Kutta 法を理解し，実際に数値的

に過渡応答を解けるようする． 
 
【今回のポイント】 

4) Runge-Kutta 法による微分方程式の数値解法 

5) 微分方程式を数値的に解く際の数値安定性  
 

5.1. 運動方程式の解法 
 
運動方程式が非線形の場合，手計算では解（時々刻々の

変数の値）を求めることはできない．そこで，数値計算に

より近似解を求める方法が数多く提案されている．ここで

は，その中の一つである Runge-Kutta 法について紹介する． 
Runge-Kutta 法は次のような変数ベクトル zに関する微

分方程式を解いて，時々刻々の zの値を求めるアルゴリズ

ムの一つである． 

( , )t=z f z  (5.1.1) 

具体的には，ある時刻 nt でのzの値 nz がわかっているとき

に，それよりもわずかな時間 tD だけ経ったときの z の値

1n+z を求めるアルゴリズムの一つがRunge-Kutta法である．

これにより時刻 1n nt t tD+ = + でのzの値がわかれば，再び

Runge-Kutta 法を適用することで，さらに tD だけ経った後

のzの値 2n+z がわかり，これを繰り返すことで，ある時間

間隔 tD 毎のzの値が求まるのである． 
では，具体的にはどのようなアルゴリズムかというと，

以下の通りである． 

表 5.1.1 Runge-Kutta 法 

手順 1 
1 ( , )

n

n
t

t
t D

t

ü= ïï  =ýï= ïþ

w z
k f w  

手順 2 
1

2

1

2 ( , )
1

2

n

n

t
t t

t D
t D

üïï= + ïï  =ýïï= + ïïþ

w z k
k f w  

手順 3 
2

3

1

2 ( , )
1

2

n

n

t
t t

t D
t D

üïï= + ïï  =ýïï= + ïïþ

w z k
k f w  

手順 4 3
4 ( , )

n

n
t

t t
t D

t D

ü= + ïï  =ýï= + ïþ

w z k
k f w  

手順 5 1 2 3 4
1

2( )

6
n n+

+ + +
= +

k k k k
z z  

これを 

( , , )x g x x t=   (5.1.2) 

という形の運動方程式に適用する場合， 

1 2

2 1 2
,

( , , ) ( , , )

z x x z

z x g x x t g z z t

é ù é ù é ù é ù
ê ú ê ú ê ú ê ú= º º =ê ú ê ú ê ú ê úë û ë û ë û ë û

z f


 
 (5.1.3) 

とすればよい．これによって，未知数は 2 つに増えるが，

Runge-Kutta 法も含め，様々な数値解法を適用できるよう

になる． 

5.2. Runge-Kutta 法の数値安定性 
 
実際に Runge-Kutta 法で計算してみると，例えば図 5.2.1

のようになる．この図は，単振動 2x xw= - において，

( , ) (1,0)o ox v = で， 3w = ， 0.01tD = の場合の Runge-Kutta
法での計算例であり，単振動が計算できている．これに対

し， 0.3tD = とすると， 図 5.2.2 の通り，Runge-Kutta 法

による数値解は，厳密解から少しずれる．そして， 0.5tD =
とすると，図 5.2.3 の通り，大幅にずれてくる．よくみると

わかるように，数値解の場合，x が減衰してしまっている． 

 
図 5.2.1 単振動の計算例 1（ 0.01tD = ）  

 
図 5.2.2 単振動の計算例 1（ 0.3tD = ）  

 
図 5.2.3 単振動の計算例 1（ 0.5tD = ）  

そして， 0.95tD = まで大きくなると，図 5.2.4 のように，

厳密解からは大きくずれ，発散する．  
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図 5.2.4 単振動の計算例 1（ 0.95tD = ）  

このように，時間ステップ幅 tD は数値計算の精度や安定

性に大きな影響を与える． 
これはどういうことか，ちょっと考えてみよう．まず，

バネ・マス系の運動方程式は，ベクトルzを 

x

x

é ù
ê úº ê úë û

z


 (5.2.1) 

と定義すると，次のように書き換えることができる． 

=z Az  (5.2.2) 

ただし， 

2

0 1

0ow

é ù
ê ú= ê ú-ê úë û

A  (5.2.3) 

となる．ちなみに， 

2
2

2 2 2

2

0 1 0 1 0

0 0 0

o

o o o

o

w

w w w

w

é ùé ù é ù -ê úê ú ê ú= = ê úê ú ê ú- - -ê úê ú ê úë û ë û ë û
= -

A

I

 (5.2.4) 

微分方程式(5.2.2)を Runge-Kutta 法で解くとすると，表

5.1.1 において，まず，手順 1 より 

1

n

nt tD D

ì =ïïíï = =ïî

w z
k Aw Az

 (5.2.5) 

となり，手順 2 より， 

1

2
2

1 1

2 2
1

2

n n

n

t

t t t

D

D D D

ì æ öï ÷çï = + = + ÷çï ÷çï è øïí æ öïï ÷ç= = + ÷ï ç ÷çï è øïî

w z k I A z

k Aw A A z
 (5.2.6) 

ここで，式(5.2.4)より， 

2 2

2
2 2

o
n n

t a
t t

w D
D D

æ ö æ ö÷ç ÷ç÷ç= - = - ÷ç÷ç ÷ç÷÷ è øçè ø
k A I z A I z  (5.2.7) 

ただし， 

2 2
oa tw D=  (5.2.8) 

とした．次に，手順 3 より， 

2

2 2
3

1 1

2 2 2
1

1
4 2

1
1

4 2

1
4 2

n n

n

n

n

a
t

a
t

a
t t t

a a
t

D

D

D D D

D

ì é æ öùï ÷çï ê ú= + = + - ÷çï ÷çê úï è øë ûïï éæ ö ùï ÷ï çê ú= - +÷ï ç ÷çï ê úè øï ë ûí éæ ö ùïï ÷çê ú= = - +÷ï ç ÷çï ê úè øë ûïïï éæ ö ùï ÷çê ú= - -ï ÷ç ÷ï çê úè øïî ë û

w z k I A I z

I A z

k Aw A A z

A I z

 (5.2.9) 

となるので，手順 4 より， 

3

2 2
4

1
4 2

1 1
2 4

1 1
2 4

1 1
2 4

n n

n

n

n

a a
t

a a
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D
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D D D
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ì é æ ö ùï ÷çï ê ú= + = + - -÷çï ÷çê úï è øë ûïï éæ ö æ ö ùï ÷ ÷ï ç çê ú= - + -÷ ÷ï ç ç÷ ÷ç çï ê úè ø è øï ë ûí éæ ö æ ö ùï ÷ ÷ç çê ú= = - + -÷ ÷ç ç÷ ÷ç çê úè ø è øë û
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w z k I A I z

I A z

k Aw A A z

A I z
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 (5.2.10) 

よって，手順 5 より， 

1 2 3 4
1

2

2( )

6

1
2 1

6 2 4 2

1 1
2 4
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2 24 6
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z z

z

A A I A I

A I z
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 (5.2.11) 

となる．ただし， 
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2 24 6

1 1
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1 1
6 2 24

n

a a a
t

a a a
t

a a a
t

D
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æ ö æ ö÷ç ÷ç÷çº - + + - ÷ç÷ç ÷ç÷÷ è øçè ø
é æ ö ùæ ö÷ç ÷ê úç÷ç - + - ÷ç÷ç ÷ê úç÷÷ è øçè øê ú= ê úæ öæ ö ÷ê úç÷ç ÷ç- - - +÷ç ÷ê úç÷ç ÷÷è ø çê úè øë û

B I A

 (5.2.12) 

よって， 

0
on n

n
o

x

v

é ù
ê ú= = ê úë û

z B z B  (5.2.13) 

ここで，Bは 2 行 2 列の行列であるので，その固有値を 1l ，

2l ，固有ベクトルを 1e ， 2e とすれば， 

1
1 2 1 2

2

0

0

l
l

é ù
ê úé ù é ù=ë û ë û ê úë û

B e e e e  (5.2.14) 

となるので， 
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l
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-é ù
ê úé ù é ù= ë û ë ûê úë û

B e e e e  (5.2.15) 

となる．したがって， 
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

 (5.2.16) 

となる．したがって，固有値 1l ， 2l の絶対値が両方とも 1
未満であれば，運動は減衰する．また，片方でも 1 より大

きいものがあると，運動は発散する．バネ・マス系の場合，

減衰も発散もせず，永久に振動し続けるはずなので，絶対

値は両方とも 1 になるはずである．しかし，実際に式(5.2.3)
と式(5.2.12)より，特性方程式は 
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 (5.2.17) 

となるので，固有値は， 

2

1

3 4

2
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3 4

1 1
2 24 6

1
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1 1
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1
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j

j

a a a
j a

a a
e

a a a
j a

a a
e

q

q

l
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-

ìïï = - +  -ïïïïïïï = - +ïïïíïïï = - + - -ïïïïïïï = - +ïïî

 (5.2.18) 

となる．ただし， 

2

3 4 3 4

11
62 24cos , sin

1 1
72 576 72 576

aa a a

a a a a
q q

-- +
= =

- + - +

(5.2.19) 

したがって， 

3 4

1 2 1
72 576

a a
l l= = - +  (5.2.20) 

となって，1 とはならない．実際，a を変化させていくと，

図 5.2.5 のようになる．このグラフは， 0 8a< < では振動

は減衰し，8 a< では発散することを意味している．つまり，

tD が小さいと減衰し，大きいと発散するのである．そして，

唯一， 8a = のときのみ，減衰も発散もせず，振動するので

ある． 

 
図 5.2.5 固有値の絶対値 

【例題 5.1】棒振り子の運動 

質量の無視できる長さ  の棒の先に質点を付けた単振

り子の回転角 q に関する運動方程式は，重力加速度を g と

して， 

sin
g

q q= -


 (5.2.21) 

と書ける． / 1g = の場合について，この微分方程式を

Runge-Kutta 法で解きなさい．ただし， tD は適切な値に

自分で設定しなさい．そして，横軸を角度 q ，縦軸を角速

度 qとする位相平面上に，軌跡を描きなさい．ただし，そ

の際の初期条件は 
① ( , ) (0,1)q q =  
② ( , ) ( 5 / 3, 3)q q p= -  
③ ( , ) (5 / 3, 3)q q p= -  
④ ( )( , ) ( , 2 1 cos )q q p d d= - + -  
⑤ ( )( , ) ( , 2 1 cos )q q p d d= - - - -  
⑥ ( )( , ) ( , 2 1 cos )q q p d d= + -  

⑦ ( )( , ) ( , 2 1 cos )q q p d d= - - -  
⑧ ( , ) ( 2 ,3)q q p= -  
⑨ ( , ) (2 , 3)q q p= -  
⑩ ( , ) (2 , 1)q q p= -  
⑪ ( , ) ( 2 ,1)q q p= -  

の 11 通りを考えなさい（つまり，位相平面上には 11 本の

曲線が描かれることになるはず）．ただし， d は 0.1 以下

の小さな正の値にしなさい．また，軌跡を描く際，グラフ

の範囲は 2 2p q p- £ £ ， 3 3q- £ £ の範囲で描きなさい．  
 

【例題 5.2】Newmark-β法 

加速度を na として，次のスキームで微分方程式を解くこ

とを考える． 

( )

( )

1 1

1 1

2

2

n n n n

n n n n

t
x x v v

t
v v a a

D

D

+ +

+ +

ìïï = + +ïïíïï = + +ïïî

 (5.2.22) 

このスキームで，バネ・マス系の運動方程式 

2
oa xw= -  (5.2.23) 

を解くと，状態量ベクトルを 

n
n

n

x

v

é ù
ê ú= ê úë û

z  (5.2.24) 

として， 

1n n+ =z Bz  (5.2.25) 

ただし， 

2

11 4

11
44

o

a
t

aa t

D

w D

é ù
ê ú+
ê ú= ê ú
ê ú+- ê úë û

B  (5.2.26) 

となることを証明しなさい．また，このスキームでは，B
の 2 つの固有値の絶対値はどちらも 1 となることを示しな

さい（したがって，このスキームで計算すると，計算結果

は発散も減衰もせず，振動する）．  

5.3. まとめ 
 
今回は Runge-Kutta 法について紹介するとともに，

Runge-Kutta 法による計算の誤差や安定性について解説し

た． 

5.4. 次回までの宿題 
 
1) 例題 5.1 または 5.2 のどちらかを解きなさい． 
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第6章 連続体の振動の基礎 
 
 

今回は，航空工学実験Ⅱで学ぶ梁の曲げ振動を例に，連続体の振動の解法について学ぶ． 
 
【今回のポイント】 

1) 自由度と連続体 

2) 変数分離法による偏微分方程式の解の導出 

3) 連続体の振動の特徴 
 

 

6.1. 自由度 
 
例えば，質点の三次元運動の自由度は 3 であり，剛体であ

れば 6 であることは工業力学ⅠやⅡなどで学んだ．では，自

由度とはそもそも自由度とは何であろうか？ 
一言でいえば，自由度とは，運動を解く際の未知数の数で

ある．では，「運動を解く」とはどういうことかといえば，

「物体内の任意の点の時々刻々の位置を求めること」である． 
質点であれば，その点の x ，y ，z の 3 つの座標がわかれ

ば運動を解いたことになるので，未知数はこの 3 つである．

したがって，自由度は 3 となる． 
剛体の場合には，3 つだけでは質量中心の位置しか決まら

ないので，3 では足りず，結論としては，未知数は 6 つ必要

となる．したがって，自由度は 6 ということになる． 
これに対し，梁のように，荷重をかけることで自由に変形

させられる物体の場合，変形パターンは無限個あり，したが

って，梁の任意の点の座標は他の点の座標がいくつであろう

が，どんな値も取り得る．したがって，自由度は無限大とい

うことになる． 
つまり，梁の運動を解こうとすると，未知数が無限個必要

ということになる．しかし，普通に考えると，未知数が無限

個の方程式を解くことはできないと思うだろう．しかし，中

には解ける場合もある．そして，梁の振動や棒の振動は，実

際に解ける例の一つである．そこで，次節では実際に梁の曲

げ振動と棒の縦振動を解いてみよう． 

6.2. 連続体の振動と振動モード 
 
ここでは梁と棒を例に，弾性体の振動の特徴について考え

てみたい． 

6.2.1. 梁の固有振動 

外力が作用していない，密度が r ，断面積がA，ヤング率

がE ，長さが  である梁の曲げ運動を考えてみよう．微小

部分に作用する力とモーメントは図 6.2.1 のようになる． 

 
図 6.2.1 片持ち梁の釣り合い 

したがって，力の釣り合いおよびモーメントの釣り合いは 

2

2
0

( ) 0

y
Adx dN

t
M M dM dx N dN

r
ìï ¶ï - =ïïí ¶ïï- + + - ´ + =ïïî

 (6.2.1) 

また，モーメントは次式で与えられる． 

2

2

y
M EI

x

¶
= -

¶
 (6.2.2) 

これらを整理すると，運動方程式は次のような偏微分方程式

になることがわかる． 

2 4

2 4
0

y y
A EI

t x
r

¶ ¶
+ =

¶ ¶
 (6.2.3) 

これを，変数分離解を仮定して解いてみよう．すなわち， 

( ) ( )y Y x f t=  (6.2.4) 

とおいて，式(6.2.3)に代入し，時間 t での時間微分をドット

で， x での微分をダッシュで表すと， 

0AYf EIY fr ¢¢¢¢+ =  (6.2.5) 

つまり， 

f EI Y

f A Yr
¢¢¢¢

= -


 (6.2.6) 

この式の左辺は t だけの式であり，右辺は x だけの式である

ので，それが等しいということは，これらの値は定数である

ことがわかる．そこで，それを 2W- とおく．すなわち， 

2 2,
f EI Y

f A Y
W W

r
¢¢¢¢

= - - = -


 (6.2.7) 

または， 

2 2,
f EI Y

f A Y
W W

r
¢¢¢¢

= - =


 (6.2.8) 

とおくことができる．実際に計算するとわかるが，式(6.2.8)
の方は現実的にはあり得ない解になるので，式(6.2.7)の場合

について解くと， 

1 2

3 4

( ) sin cos

( ) sin cos

sinh cosh

f t A t B t

Y x C x C x

C x C x

W W
b b

b b

ì = +ïïïïïï = +íïïïï + +ïïî

 

 

 (6.2.9) 

ただし， 

1/42A

EI

r W
b

æ ö÷ç ÷ç= ÷çè ø  (6.2.10) 

境界条件は 

(0) (0) 0 , ( ) ( ) 0Y Y Y Y¢ ¢¢ ¢¢¢= = = =   (6.2.11) 

であるから，これを式(6.2.9)に代入すると， 

1 cos cosh 0b b+ =  (6.2.12) 

を得る．この式は無限個の解を持ち，小さい方から順に 1b ，

x dx
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N dN+

M M dM+
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2b ， 3b ，…と書き， nb に対応したW を nW ，Y を nY と書

くと， 

2
n

n
EI

A

b
W

r
æ ö÷ç= ÷ç ÷çè ø

 (6.2.13) 

( )sin sinh
( ) sin sinh

cos cosh

cos cosh

n n n n
n

n n

n n

Y x x x

x x

b b b b
b b

b b

-
= -

+

+ -

 

 

 (6.2.14) 

そして，一般解は 

[ ]
1

( ) sin cosn n n n n
n

y Y x A t B tW W
¥

=

= +å  (6.2.15) 

と書ける．ただし， nA と nB は初期条件によって決まる積分

定数である．この式から，梁の運動は角振動数が nW の振動

の重ね合わせになっていることがわかる．また， ( )nY x は，

梁が角振動数 nW で振動するときの振幅の形状を表してい

ることもわかる．一般に，弾性体の自由振動はこのようにあ

る特定の振動数の振動の和になっており，その一つ一つの振

動，すなわち，角振動数が nW で振幅の形状が ( )nY x である

振動は固有振動と呼ばれる．また， nW を固有角振動数，

( )nY x を固有振動モードと呼ぶ．そして，振動数の値が小さ

い順に，「1 次の固有振動数」，「2 次の固有振動数」とい

った言い方をする．ここで，式(6.2.12)を解くと， 

1 2 31.875104 , 4.694091 , 7.854757b b b= = =  (6.2.16) 

となるので，これらを式(6.2.14)に代入すると，固有振動モ

ードは図 6.2.2 のようになる． 

 
図 6.2.2 片持ち梁のモード形状 

この例からもわかる通り，一般に，次のことが成り立つ． 

1) 弾性体の自由運動（外力が作用していない時の運動）は，

減衰がなければ，微小な正弦波振動をする解を必ず有す

る．つまり，初期条件をうまく設定すれば，弾性体は必

ず微小な正弦波振動を起こす． 
2) その時の振動数は，弾性体の材質や形状・大きさ，そし

て，境界条件によって決まる．つまり，初期条件に依ら

ず，必ずある特定の振動数で弾性体は振動する． 
3) ただし，その振動数は一つではなく，一般には無限個の

振動数がある．つまり，初期条件によっては 30Hz で振

動し，別の初期条件では 100Hz，また別の初期条件では

30Hz と 100Hz と 500Hz の振動が混ざったような振動，

といったように，初期条件によって振動数が決まる． 
4) ただし，どんなに初期条件を工夫しても，振動数は特定

の値に決まっていて，それ以外の振動数にはならない． 
5) それら特定の振動数のことを固有振動数と呼ぶ．つまり，

固有振動数とは，減衰のない系において，弾性体が自由

振動する際に生じ得る振動数である． 
6) したがって，減衰のない系においては，例えば，固有振

動数が小さい順に 30Hz，100Hz，500Hz といった値だっ

たとしたら，どんなに初期条件を工夫しても，40Hz で自

由振動させることはできない． 

なお，固有振動モードには重要な特徴がある．それは，直交

関数になっているという点である．実際， 

0

0 ( )
( ) ( )

( )n m
n m

Y x Y x dx
n m

ì ¹ïï= íï =ïî
ò



 (6.2.17) 

となることを証明できる．つまり， ( )nY x は直交関数になっ

ているのである．この特徴は，次のような使い道がある．す

なわち，一般に，梁をある形状（ ( )y g x= とする）に曲げて

おいて，静かに離すと，式(6.2.15)より，その後の梁の時々

刻々の形状は次式で表されることがわかる． 

1

( )cosn n n
n

y B Y x tW
¥

=

= å  (6.2.18) 

上述の通り，梁の運動は固有振動の和で表されることになる

が， nB はn次のモードの混ざっている割合を示しているこ

とは式(6.2.18)より明らかであろう．では，この割合 nB はど

うやって求めればよいかと言えば，式(6.2.18)より， 

1

( ) ( )n n
n

g x B Y x
¥

=

= å  (6.2.19) 

であるから，4.5 節で学んだことを適用でき， 

0

1
( ) ( )n nB Y x g x dx= ò




 (6.2.20) 

で求めることができる．特に，例えば，初期形状が 2 次のモ

ード形状，すなわち， 2( ) ( )g x Y x= であったとしたら，式

(6.2.20)より 2 1B = であり， 2B 以外の nB は全て 0 となるこ

とがわかる．つまり，最初の形が二次のモードであれば，そ

の後もずっと二次のモードで振動するのである． 
逆に言えば，最初の形状が変な形状であると，その後の振

動は様々なモードが混ざった，複雑な振動となってしまう． 

6.2.2. 棒の固有振動 

密度が r ，断面積がA，ヤング率がE ，長さが  である，

一端を固定された棒の変形を考える．固定端から長さ x の断

面の伸びを ( , )u u x t= とすると，外力が作用していないとき

の運動方程式は， 

0Au EAur ¢¢- =  (6.2.21) 

ここで，u が 

( ) ( )u U x g t=  (6.2.22) 

という形をしていると仮定すると，式(6.2.21)は 

0AUg EAgUr ¢¢+ =  (6.2.23) 

となり，変形すると， 

g E U

g Ur
¢¢

=


 (6.2.24) 

したがって， 

2 2,
g E U

g U
W W

r
¢¢

= - = -


 (6.2.25) 

または， 

2 2,
g E U

g U
W W

r
¢¢

= =


 (6.2.26) 

とおくことができる．実際に計算するとわかるが，式(6.2.26)
の方は現実的にはあり得ない解になるので，式(6.2.25)の場

合について解くと， 
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1 2

( ) sin cos

( ) sin cos

g t A t B t

U x D x D x
E E

W W

r r
W W

ì = +ïïïíï = +ïïî

 (6.2.27) 

ここで，境界条件は 

(0) 0 , ( ) 0U EAU ¢= =  (6.2.28) 

であるから，nを自然数として， 

(2 1)
2

n
E

n
p

W
r

= -


 (6.2.29) 

となる．そして， 

( )2 1
( ) sin

2
n

n x
U x

p-
=


 (6.2.30) 

とおくと，解は 

( )
1

( ) sin cosn n n n n
n

u U x A t B tW W
¥

=

= +å  (6.2.31) 

式(6.2.31)からわかる通り，棒は角振動数W で振動すること

がわかる．つまり，W は固有角振動数である．これを固有

振動数に直すと， 

2 1

2 4
n

n
n E

f
W

p r
-

= =


 (6.2.32) 

また，梁の場合と同様に， 

0

0 ( )
( ) ( )

( )
2

n m

n m
U x U x dx

n m

ì ¹ïïï= íï =ïïî
ò


  (6.2.33) 

となって，固有振動モードは直交関数であることがわかる． 

6.3. まとめ 
 
工学分野で振動が関係する例を示し，それを通じて振動工

学がどのように使われているか，簡単に解説した． 

6.4. 宿題 
 
1) 式(6.2.12)のグラフを描くとともに，Newton 法により式

(6.2.12)を求め，式(6.2.16)の値になることを確認しなさ

い． 
2) 式(6.2.14)を導きなさい． 
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第7章 強制振動と共振 
 
 

今回の講義では，バネ・マス・ダッシュポット系において，“土台”を強制的に振動さ

せた場合に質点がどういった運動をするのかについて調べ，共振現象について理解する．

また，複素剛性による減衰の表現法についても学ぶ．複素剛性はかなり専門的な内容で

あるが，理論自体はそれほど難しくないので，是非，知っておいてほしい． 
 
【今回のポイント】 

1) 強制加振による共振現象および共振振動数の理解 

2) Q 値についての理解および実験による Q 値の求め方 

3) 複素数を用いた強制加振問題の解法 

4) 複素剛性による減衰の表現 
 

 

7.1. 土台の強制加振 
 

一般に，振動工学の専門書を読むと，減衰振動系において，

質点に(7.1.1)のような振動力を加える場合を考えているも

のが多いだろう． 

sinoF F tw=  (7.1.1) 

この場合の運動方程式は 

sinomx cx kx F tw+ + =   (7.1.2) 

となり，これを解くというものである．しかし，対象物（質

点）の運動を妨げずに質点に外力を加えるのはなかなか容易

なことではない．非接触で加振する方法としては，例えば電

磁石を用いることが考えられるが，磁力は電磁石と金属板と

の距離によって変わってしまうので，対象物が振動すると，

それによって磁力の振幅が変化してしまう．したがって，一

般には，なかなか一定振幅の加振外力を加えることは容易で

はない．そこで，力を制御するのではなく，強制変位を与え

る方法がよく用いられる．実際，力が入力になるケースより

は，強制変位が入力となるケースが実社会には多い．例えば，

ロケットは打ち上げ時に激しく振動するが，この際，ロケッ

トに搭載された衛星も振動する．このような，打ち上げ時の

衛星の振動問題は，ロケットを「土台」，衛星を「質点」と

考えれば，バネ・マス・ダッシュポット系の強制振動問題に

帰着できる．図 7.1.1 は超小型衛星 SPROUT を搭載した衛

星分離機構の，H-IIA の振動環境を模擬した試験の様子であ

るが，低周波から高周波まで，激しく振動する．そこで，こ

の節では土台を強制振動させた場合の解を導く． 

 
図 7.1.1 SPROUT と分離機構の振動試験 

図 7.1.2 のように，減衰振動系において，土台の位置 y を 

sinoy y tw=  (7.1.3) 

のように加振させる場合，運動方程式は 

( ) ( ) 0mx c x y k x y+ - + - =    (7.1.4) 

となる．これに式(7.1.3)を代入して整理すると， 

[ ]2 22 2 cos sino o o o ox x x y t tzw w zw w w w w+ + = +   (7.1.5) 

さらに整理すると， 

22 sin( )o o ox x x a tzw w w D+ + = +   (7.1.6) 

ただし，振動数比を / oh w w= として， 

( )22 2 2 22 1 4

2
tan 2

o o o o o o

o

a y yw w zw w z h
zw

D zh
w

ìï = + = +ïïïíï = =ïïïî

 (7.1.7) 

 
図 7.1.2 土台の強制加振 

初期条件を ( , ) ( , )o ox x x v= として式(7.1.6)を解くと， 

[ ]2 2
1 2

2 2

2 2 2 2

sin 1 cos 1

( )sin( ) 2 cos( )

( ) (2 )

ot
o o

o o o o

o o

x e C t C t

a t a t

zw z w z w

w w w D z w w w D

w w zw w

-= - + -

- + - +
+

- +

 (7.1.8) 

1 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

1

1

(1 2 )
cos

( ) (2 )

( )
sin

( ) (2 )

o

o
o o o o

o o

o o o

o o

C

v x a

a

z w
z w w

zw w D
w w zw w

zw w w
D

w w zw w

=
-

é - -ê´ + -êê - +ë

ù+ ú- úú- + û

 (7.1.9) 

2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2
cos

( ) (2 )

( )
sin

( ) (2 )

o o
o

o o

o o

o o

a
C x

a

z w w
D

w w zw w
w w

D
w w zw w

= +
- +

-
-

- +

 (7.1.10) 

ここでは，時間が十分に経った後についてを考えよう．その

場合，式(7.1.8)の右辺第一項はほぼ 0 に収束しているので， 

m m

x

( )k x y-

( )c x y- 

sinoy y tw=
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2 2 2 2

2 2 2 2 2

sin( )
( ) (2 )

sin( )
(1 ) 4

o
o

o o

o
o

o

a
x t

a
t

w q D
w w zw w

w q D
w h z h

= - +
- +

= - +
- +

 (7.1.11) 

2 2 2

2 2
tan

1

o
o

o

zw w zh
q

w w h
= =

- -
 (7.1.12) 

式(7.1.7)，(7.1.11)より，質点の振幅 ax は， 

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 4

(1 ) 4 (1 ) 4

o o
a

o

a y
x

z h

w h z h h z h

+
= =

- + - +

 (7.1.13) 

したがって，土台の振幅 oy に対する質点の振幅の比 x は 

2 2

2 2 2 2

1 4

(1 ) 4

a

o

x

y

z h
x

h z h

+
º =

- +
 (7.1.14) 

となる．この式から様々なことがわかる． 

7.1.1. 振動伝達率 

振幅比 x は，「土台を振動させたとき，その振動が対象物

にどれだけ伝わったか」を表しているとみることもできる．

このように，「振動入力がどれだけ対象物に伝わったか」と

いう発想は重要であり，伝わった割合は「振動伝達率」と呼

ばれる．つまり，振幅比 x は振動伝達率 Dl とも呼ばれる． 

2 2

2 2 2 2

1 4

(1 ) 4
D

z h
l x

h z h

+
= =

- +
 (7.1.15) 

7.1.2. 加振振動数と振幅との関係 

図 7.1.3 は 0.01z = の場合の振動数比 h と振幅比 x との関

係をグラフにしたものである． 

 
図 7.1.3 土台加振における振幅比 

このグラフからわかる通り，加振振動数が固有振動数とほぼ

一致するあたりで振幅が最大となる．このピーク値 rx なら

びにピークになるときの振動数比 rh を求めてみると，次式

のようになる． 

2

2
.

1 1 8
r r o rf fh h

z
= =

+ +
 (7.1.16) 

4

1

1
r

r

x
h

=
-

 (7.1.17) 

z が小さければ， 

2(1 )r of fz» -  (7.1.18) 

1 5 1

2 4 2
rx z

z z
» + »  (7.1.19) 

これらの式で重要なことは，減衰比が 0 の場合には振幅が無

限大になるということと，減衰比が小さいと，加振振動数が

ほぼ固有振動数と同じときに振幅が最大となるということ

である． 

7.1.3. 加振振動数と振幅との関係 

式 (7.1.11) は，質点の振動が加振力に比べて位相

d oq D qº - だけずれることを意味している．この位相差と

加振振動数比 h との関係は，式(7.1.7)，(7.1.12)より， 

3

2 2

2
tan tan( )

1 (1 4 )
d o

zh
q D q

z h
= - = -

- -
 (7.1.20) 

となるので， 0.01z = の場合について，両者の関係をグラフ

にしてみると図 7.1.4 のようになる． 21/ 1 4h z< - ，すな

わち，振動数比 h がほぼ 1 以下では加振の振動のタイミング

よりほんの少し遅れて質点は振動し， 21 / 1 4z- を超える

と，一気にほぼ反転した振動（バネを引っ張っているのにバ

ネが戻る運動）を起こす． 

 
図 7.1.4 土台加振における位相差 

7.2. 共振 
 
式(7.1.17)より，振幅の最大値は減衰比にほぼ反比例する

ことがわかる．つまり，減衰比が小さいと，質点の振幅 ax は

土台の振幅 oy に対して非常に大きなものとなる．仮に減衰

比が 0 であれば，振幅は無限大に発散する．このように，物

体をある特定の振動数で加振した際に物体の振幅が急激に

大きくなる現象は共振（resonance）と呼ばれる．そして，

共振をするときの振動数 rf を共振振動数と呼ぶ． 

2

2

2
(1 )

1 1 8
r o of f fz

z
= » -

+ +
 (7.2.1) 

共振はさまざまな構造物，飛翔体において，極めてクリテ

ィカルな問題となる．実際，大きな共振が起こると物体が壊

れる可能性があるため，開発時には，共振時にどれくらいの

応答になるか，実験で必ず確認する． 

7.3. 周波数応答とボード線図 
 
式(7.1.14)，(7.1.20)より，加振振動数 f と質点の振幅およ

び位相差との関係は図 7.3.1 のようになる．この図からもわ

かる通り，減衰比が小さいと，共振振動数はほぼ
．．

固有振動数

と一致し，減衰比が小さいほど最大振幅は大きくなる．この

ピーク値，すなわち，共振時の振幅を如何に小さくするかが

設計上，重要となる．それには，減衰材を用いたり，能動的

に制御をしたり，様々な方法がある．なお，図 7.3.1 のよう

に，横軸に振動数，縦軸に振幅および位相差をとったグラフ

はボード線図（Bode Diagram）と呼ばれる． 
なお，図 7.3.1(a)より，共振振動数よりも大きな振動数で

は，振幅比は非常に小さくなる．このことは，「共振振動数

のところさえ何等かの方法で持ちこたえれば，あとは，土台

の振動は質点にはほとんど伝わらない」という，振動絶縁

（vibration isolation）の発想につながる． 
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また，共振後は減衰比が大きい方がむしろ振幅比は大きく

なっていることがわかる．つまり，「ピーク（共振振幅）を

下げようとすると，共振後の振幅があまり小さくならない」

というジレンマがある．これに対しては，例えば，あまり系

全体としての減衰比は大きくせず，共振のところだけ，何等

かの振動抑制機構を用いて振幅を抑えるという設計があり

得る．実際，搭載機器の高精度な指向要求が課せられる衛星

などでは，そうやって振動抑制を行っている． 
ここで掲げた関係式は宇宙機の設計にとって重要な式と

なる．実際，例えば衛星をロケットで打ち上げる場合，ここ

での「土台」がロケット，「質点」が衛星とみれば，ここで

掲げた関係式そのまま衛星の振動の評価式に使えるし，実際，

超小型の相乗り衛星では設計審査に用いている． 
また，上述の通り，衛星搭載機器（リアクションホイール

や冷凍機など）の振動によって，カメラやレーダ，アンテナ，

望遠鏡など各種ミッション機器が振動してしまう場合も，前

者が「土台」，後者が「質点」とみれば，同じ式が使える． 
なお，ここでは土台加振を考えているが，式(7.1.2)のよう

に加振力を加えた場合，単位力の振幅での調和加振に対する

系の調和振動応答は周波数応答と呼ばれる．結果だけ記すと，

式(7.1.2)の場合， /s ox F kº として， /a sx x ，ならびに，

位相差（この場合の位相差は式(7.1.12)の oq と一致する）は

図 7.3.2 のようになる． 

 
(a) 振幅比 

 
(b) 位相差 

図 7.3.1 ボード線図 

 
(a) 振幅比 

 
(b) 位相差 

図 7.3.2 加振力による周波数応答（ボード線図） 

7.4. Q 値 
 
振幅比の最大値 rx は Q 値とも呼ばれる．つまり， 

2

2

1 1 5 1

2 4 22
1

1 1 8

Q z
z z

z

= » + »
æ ö÷ç- ÷ç ÷÷çè ø+ +

 (7.4.1) 

いま，x が Q 値の1/ 2 になるときの振動数は 2 つあるが，

それらをそれぞれ 1f ， 2f （ただし， 1 2f f< ）とする．この

とき， 1f ， 2f は， h の方程式 

2 2

2 2 2 2 2

2

1 4 1 1

2(1 ) 4 2
1

1 1 8

z h

h z h

z

+
=

- + æ ö÷ç- ÷ç ÷÷çè ø+ +

 (7.4.2) 

の解を 1h ， 2h （ただし， 1 2h h< ）として， 

1 1 2 2,o of f f fh h= =  (7.4.3) 

で求められる．そして，計算してみると， 

2 1

1 1

2 2
rf Q

f f
z

z z
» - » »

-
 (7.4.4) 

となっていることがわかる．この式は非常に重要で，例えば，

実験で，質点の振幅のデータが得られたら，図 7.1.3 のよう

な振幅比のグラフを描き，振幅比がピークの1/ 2 となる振

動数 1f ， 2f をグラフから読み取ることで，減衰比 z を 

2 1

2 r

f f

f
z

-
»  (7.4.5) 

と求めることができるのである．一般に，減衰比を実験的に

求めることは容易ではないが，この方法であれば，比較的簡

単に求めることができる． 
ここで，「それよりも，共振振動数 rf を実験で求めれば，

式(7.1.16)より， 

2

2

1

2

r

r

h
z

h

-
=  (7.4.6) 

によって減衰比を求めることはできるのではないか？」とか，

「質点の振幅のピーク値 rx が実験で求められれば，式

(7.1.17)より， 

2

2 2

1

2 1 1

r r

r r

x x
z

x x
= -

- -
 (7.4.7) 

によって減衰比を求めることができるのではないか？」と思

う者もいるだろう．しかし，これらの場合， of あるいは sx を

きちんと計測しておくか，正確な値を理論的に求めておく必

要があり，これは意外と難しい．つまり，どうしても誤差を

含むものになってしまい，式(7.4.6)や(7.4.7)を使うと，それ

らの誤差によって，減衰比の誤差がかなり大きなものとなっ
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てしまう．それにくらべて，式(7.4.5)は of や sx といった余

計なものを必要としないので，比較的誤差が小さい．それゆ

え，比較的よく利用される． 

7.5. 複素数を用いた強制加振問題の別解法 
 
共振問題の運動方程式 

22 sino o ox x x a tzw w w+ + =   (7.5.1) 

を 

22 j t
o o ox x x a e wzw w+ + =   (7.5.2) 

と書き直し，定常解を 

j tx Ce w=  (7.5.3) 

とおいてみよう．実際には，式(7.5.2)や(7.5.3)の虚数部分が

本当の方程式であり，解であるが，いちいち，解を sin tw と

cos tw の線形和にして，係数を 2 つ求めるのは面倒であるの

で，このように複素数として解を扱うことはよくやられる． 
この場合，式(7.5.3)を(7.5.2)に代入すると，次式を得る． 

[ ]2 2( ) 2o o oj C aw w zw w- + =  (7.5.4) 

ここで，C の実数部分を RC ，虚数部分を IC とおけば， 

R IC C jC= +  (7.5.5) 

であり，式(7.5.4)より， 

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

( )

( ) (2 )
2

( ) (2 )

o o
R

o o

o o
I

o o

a
C

a
C

w w

w w zw w
zw w

w w zw w

ìï -ï =ïïï - +ïíïï = -ïïï - +ïî

 (7.5.6) 

であることか比較的容易に計算できるだろう．そして，実際

の定常解は j tCe w の虚数部分であるから， 

[ ]Im ( )(cos sin )

sin cos
R I

R I

x C jC t j t

C t C t

w w
w w

= + +

= +
 (7.5.7) 

と求めることができるし，質点の振幅 ax は 

2 2
2 2

2 2 2 2

( ) 2

( ) (2 )

o
a I R

o o

o

o o

a
x C C C

j
a

w w zw w

w w zw w

= + = =
- +

=
- +

 (7.5.8) 

となって，実は C と一致することがわかり，簡単な計算で

振幅を求めることができる．このように，加振力（加振変位）

を複素数で表し，応答も複素数で表すという方法は一般的に

行われる方法なので，知っておくと大変便利である． 

7.6. 複素剛性 
 

7.5 節では，運動方程式 

22 i t
o o ox x x a e wzw w+ + =   (7.6.1) 

を，複素数を用いて解く方法を示した．その利点は，ひとえ

に，減衰項 2 oxzw  の取り扱いである．これがなければ，

sinx C tw= とおいて，簡単にC を求めることができる．逆

に言えば，減衰項をうまく取り扱うことができれば，それだ

けより計算が楽になるということである． 
さて，上記の運動方程式は，元々の方程式 

j t
omx cx kx F e w+ + =   (7.6.2) 

に対して， 

2, , 2o
o o o

F k c
a

m m m
w zw= = =  (7.6.3) 

とおくことで導いた．ここで，運動方程式を 

*

* (1 )

j t
omx k x F e

k k j

w

e

ìï + =ïïíï = +ïïî


 (7.6.4) 

とおいたらどうなるであろうか？つまり，x に比例する減衰

項はなくし，その代わりに，バネ定数を複素数にするのであ

る．この場合は， 

2(1 ) j t
o ox j x a e ww e+ + =  (7.6.5) 

となるので，これに j tx Ce w= を代入すると， 

2 2 2( )o o oj C aw w ew- + =  (7.6.6) 

となり，応答振幅は 

2 2 2 2 2( ) ( )

o
a

o o

a
x C

w w ew
= =

- +
 (7.6.7) 

となる．以上の式を 7.5 節の式（例えば，(7.5.4)や，(7.5.8)）
と比較すると， 

2
2

o

zw
e zh

w
= =  (7.6.8) 

とすれば，両者は一致することがわかる．つまり，減衰は，

剛性を複素数にすることで考慮できるのである．ただし，こ

こで，「 e は物理的には何を意味するのか？」，「 e が一定

となるような減衰とはどのような減衰なのか？」という疑問

が湧いてくる．そこで，自由振動について考えてみると，こ

のときの運動方程式は 

2(1 ) 0ox j xw e+ + =  (7.6.9) 

であるが，本来，x は実数のはずであるから，この微分方程

式の解の実数部が求めたい解である．そこで，x x jy + と

置き換えると， 

2(1 )( ) 0ox jy j x jyw e+ + + + =   (7.6.10) 

つまり， 

2

2

( ) 0

( ) 0

o

o

x x y

y x y

w e

w e

ìï + - =ïïíï + + =ïïî




 (7.6.11) 

この連立微分方程式を解いて， x を求めればよく，実際に，

e が一定であるとして解いてみると， 

1 2( sin cos )ot
o ox e C t C taw bw bw-= +  (7.6.12) 

となる．ただし， 

2 21 1 1 1
,

2 2

e e
a b

+ - + +
º º  (7.6.13) 

式(7.6.12)，(7.6.13)からわかる通り， e は確かに減衰を表す

パラメータであることがわかる（ 0e = なら 0a = となり，

式(7.6.12)は減衰しない）．なお，これまでの，減衰比 z を

用いた運動方程式は 

22 0o ox x xzw w+ + =   (7.6.14) 

であり，その解は 

2 2
1( sin 1 cos 1 )ot

o ox e C t tzw z w z w-= - + -  (7.6.15) 

であったが，これと式(7.6.12)，(7.6.13)を比較すると，
21b a= - となってほしいところであるが， 
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2
2

2 2

3 1
1

2
1 1

e
a

b e b

- +
- =

= + - + ¹

 (7.6.16) 

であるから，同じにはならないが，上式の右辺は e が小さけ

れば，ほぼ b に等しいので，式(7.6.12)と(7.6.15)はほぼ同じ

式とみなしていいだろう．つまり，自由振動の場合であれば，

z を用いる場合と e を用いる場合とは，かなり近い解を与え

るのである．これに対し，強制振動の場合には，式(7.6.8)の
通り，z を一定と考えると e は加振角振動数w に依存する変

数ということになり，ひと言では言い表せない関係になる． 
実システムにおいては，減衰は非常に厄介かつ難解な代物

で，減衰係数が一定なのか，固有振動数に比例するのか，あ

るいは，その 2 乗や 3 乗に比例するのか，といったことは，

対象となるシステムに依存しており，実際に製造して実験し

てみないとわからない部分が多い．そのため，設計時にはど

の減衰を仮定するか，迷うところであるが，一般的には，減

衰係数が固有振動数に比例するという仮定，すなわち，z が

一定というモデルが最もよく使われており，その次に，減衰

係数が一定とする仮定が用いられているようである（もちろ

ん，対象物の材料や振動環境によって決める）． 
この節で示したような，複素数で表した剛性は複素剛性と

呼ばれる．また，このような剛性を複素数で表現することで

導入された減衰は構造減衰と呼ばれ，e は構造減衰係数と呼

ばれる． 

7.7. まとめ 
 
振動系の設計，あるいは，衛星の環境試験など，様々な分

野で必要とされる，強制振動の理論について学んだ． 

7.8. 宿題 
 
1) 式(7.1.16)，(7.1.17)を証明しなさい． 
2) 式(7.1.4)では質点の絶対変位を x としたが，土台からの

相対変位を u とした場合の u に関する運動方程式（式

(7.1.4)に相当するもの）と，強制振動解（式(7.1.11)に相

当するもの）を示しなさい． 
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第8章 二自由度系の振動(1) 
 
 

今回から 4 回にわたり，二質点のバネ・マス・ダッシュポット系の運動について学ぶ．

ロケットに設置されたアダプタの上に取り付けられた人工衛星など，その振動を二自由

度系で設計するケースは多いので，是非，二自由度系の振動の感覚を身に付けてほしい．

そこで，まず，今回は，減衰のない系の運動方程式を導出し，固有振動数を求める． 
 
【今回のポイント】 

1) 二自由度系の振動の解法 

2) 二自由度系の振動における固有振動数と固有振動モード 
 

 

8.1. 運動方程式 
 
図 8.1.1 のような，質点，バネ，ダッシュポットからなる

系 1 と系 2 が連結された振動系を考え，伸び縮みしていない

状態からの質点 1，2 の変位をそれぞれ 1x ， 2x ，バネ定数

をそれぞれ 1k ， 2k ，減衰係数をそれぞれ 1c ， 2c とすれば，

各質点に作用する力は図 8.1.2 のようになる． 

 
図 8.1.1 二自由度系 

 
図 8.1.2 二自由度系（変数の定義） 

この図からわかる通り，この系の運動方程式は 

1 1 2 2 1 1 1 2 2 1 1 1

2 2 2 2 1 2 2 1

( ) ( )

( ) ( )

m x k x x k x c x x c x

m x k x x c x x

ì = - - + - -ïïíï = - - - -ïî

   
  

 (8.1.1) 

となる．この微分方程式は，一見，それほど難しくなく解が

求まるように見えるが，実際には手計算で解を求めることは

困難である．具体的に言うと，この微分方程式の解を求める

には 4 次方程式を解かなくてはならなくなる． 
ここで，仮にダッシュポットが付いていない，バネ・マス

系であったとしたら，運動方程式は 

1 1 2 2 1 1 1 2 2 2 2 1( ) , ( )m x k x x k x m x k x x= - - = - -  (8.1.2) 

となり，手計算でも解くことができる．ここで，2 つの質点

の質量比を m，両バネ・マス系が単独で壁に連結された場合

の固有角振動数をそれぞれ 1W ， 2W とすれば，式(8.1.2)は 

2 2 2
1 2 2 1 1 1 2 2 2 1( ) , ( )x x x x x x xmW W W= - - = - - 

 (8.1.3) 

となる．ただし， 

2 22 1 2
1 2

1 1 2
, ,

m k k

m m m
m W Wº º º  (8.1.4) 

そこで，次節では，式(8.1.3)の解法について確認してゆく． 
 

 

8.2. 特性方程式による解の導出 
 

(8.1.3)は同次方程式であるので，その解は 

1 1 2 2,t tx z e x z el l= =  (8.2.1) 

という形をしているはずで，これを式(8.1.2)に代入すると， 

2 2 2
1 2 2 1 1 1

2 2
2 2 2 1

( )

( )

z z z z

z z z

l mW W

l W

ìï = - -ïïíï = - -ïïî
 (8.2.2) 

この 2 つの式を整理すると，それぞれ 

2 2 2 2
1 2 1 2 2

2 2 2
2 1 2 2

( ) 0

( ) 0

z z

z z

l W mW mW

W l W

ìï + + - =ïïíï- + + =ïïî
 (8.2.3) 

行列形式で書くと， 

2 2 2 2
1 2 2 1

2 2 2
22 2

0

0

z

z

l W mW mW

W l W

é ù é ù é ù+ + -ê ú ê ú ê ú=ê ú ê ú ê ú- +ê ú ë û ë ûë û
 (8.2.4) 

この連立方程式が自明な解（ 1 2 0z z= = ）以外の解をもつ

ためには，式(8.2.4)の左辺の行列が逆行列をもたない，すな

わち，行列式が 0 になることが必要十分であるので， 

2 2 2 2 2 4
1 2 2 2( )( ) 0l W mW l W mW+ + + - =  (8.2.5) 

整理すると， 

[ ]4 2 2 2 2 2
1 2 1 2(1 ) 0l W m W l W W+ + + + =  (8.2.6) 

この式は 2l に関する二次方程式となっていて，しかも， 2l
は必ず負の値になることがわかる．そこで， 

2 2l w= -  (8.2.7) 

とおくことができる．ここで，式を見やすくするため，振動

数を 1W で基準化する．すなわち， 

2
1

1
, ,o o

W
w W w aw n

W
º = º  (8.2.8) 

とおき，変数を ow と無次元量a ， n で表す．このとき， 

oi il w aw=  =   (8.2.9) 

であり，実際に式(8.2.6)を解くと， 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

22 2 2

1

22 2 2

2

, , , , ,

,

1 (1 ) 1 (1 ) 4

2

1 (1 ) 1 (1 ) 4

2

o o

i il w w w w w a a a
w a w w a w

m n m n n
a

m n m n n
a

ì =   = =ïïíï = =ïî
ìïï + + - + + -ïï =ïïíïï + + + + + -ïï =ïïî

(8.2.10) 

1m 2m

1k

1c

2k

2c

1x

1 1k x

1 1c x

2 2 1( )k x x-

2 2 1( )c x x- 

2x

1m 2m

2 2 1( )k x x-

2 2 1( )c x x- 
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となる．また，l が得られれば，式(8.2.3)より， 1z と 2z は 

2 2 2
1 2,z zn a n= - =  (8.2.11) 

と求めることができる．したがって，運動方程式(8.1.3)の一

般解は次のように書ける．つまり，系の運動は，二つの振動

数 1 oa w ， 2 oa w の振動の重ね合わせであることがわかる． 

( )
( )

2 2
1 1 1 1 1

2 2
2 2 2 2

2 2
2 1 1 1 2 2 2

sin( )

sin( )

sin( ) sin( )

o

o

o o

x C t

C t

x C t C t

n a a w d

n a a w d

n a w d n a w d

ìï = - +ïïïï + - +íïïï = + + +ïïî

(8.2.12) 

なお，式(8.1.4)，(8.2.8)のように， 1W を基準に変形した

のは，もともと系 1 があり，そこに系 2 を取り付けた，つま

り，系 1 が主系，系 2 が従系と考えているからである． 

8.3. 固有値問題化による解の導出 
 
運動方程式(8.1.2)は次のように変形できる． 

1 1 1 2 2 1

2 2 2 2 2

0 0

0 0

m x k k k x

m x k k x

é ù é ù é ù é ù é ù+ -
ê ú ê ú ê ú ê ú ê ú+ =ê ú ê ú ê ú ê ú ê ú-ë û ë û ë û ë û ë û




 (8.3.1) 

したがって， 

1 1 1 2 2

2 2 2 2

0
, ,

0

x m k k k

x m k k

é ù é ù é ù+ -
ê ú ê ú ê úº º =ê ú ê ú ê ú-ë û ë û ë û

x M K (8.3.2) 

と定義すれば，運動方程式は次のように書ける． 

+ =Mx Kx 0  (8.3.3) 

一般に，M は質量マトリクス（mas matrix），K は剛性マ

トリクス（stiffness matrix）と呼ばれる．この方程式の解は 

tel=x z  (8.3.4) 

という形をしているはずなので，式(8.3.3)に代入すると， 

2l + =Mz Kz 0  (8.3.5) 

これは固有値問題の一種である．実際， 

1 2, p l-º º -A M K  (8.3.6) 

と定義すれば，次式のように一般的な固有値問題の形になる． 

p=Az z  (8.3.7) 

ここで，式(8.3.5)を変形すると， 

p =Mz Kz  (8.3.8) 

となる．一般に，質量マトリクスM も剛性マトリクスK も

正値対称であり，その場合，固有値 p は正の値となることが

知られている．よって，式(8.3.6)より，l は純虚数であり， 

2,i pl w w=  =  (8.3.9) 

とおくことができる．したがって，式(8.3.4)より， 

( ) sin( )i t i tAe Be C tw w w d-= + = +x z z  (8.3.10) 

という形に書ける．つまり，予想通り，定常振動解となる． 
ここで，式(8.1.4)，(8.2.8)と同様の無次元化を行うと， 

2 1 2
1 2

1 1 2

2

1

, ,

,

o

o

m k k

m m m
m w W W

W
n w aw

W

ìïï º º º ºïïïíïï º =ïïïî

 (8.3.11) 

解は 

sin( )oC taw d= +x z  (8.3.12) 

であり，固有方程式(8.3.8)は 

2w =Mz Kz  (8.3.13) 

となる．そして，具体的には，a とzは次の固有値問題の解

となることがわかる． 

2 2 2

2 2 2

1 mn a mn

n n a

é ù+ - -ê ú =ê ú
- -ê úë û

z 0  (8.3.14) 

したがって， 2a は次の方程式の解であり， 

[ ]2 2 21 (1 ) 0y ym n n- + + + =  (8.3.15) 

a の解を 1a ， 2a とすれば，一般解は 

1 1 1 1 2 2 2 2sin( ) sin( )o oC t C ta w d a w d= + + +x z z  (8.3.16) 

と書けて，固有ベクトルは次のようにおけることがわかる． 

2 2 2 2
1 2

1 22 2
,

n a n a

n n

é ù é ù- -ê ú ê ú= =ê ú ê ú
ê ú ê úë û ë û

z z  (8.3.17) 

なお，式(8.3.13)の形の固有値問題を効率的に計算するア

ルゴリズムは多数存在し，様々なソフトウェアに組み込まれ

ている．特に，ここでの例のようにK やM が正値対称行列

であれば，効率的に求めることができる．実際，Matlab®に

は固有値，固有ベクトルを求める関数が入っていて，簡単に

計算できる．ちなみに，式(8.3.14)の左辺の行列は非対称で

あるが，二行目に mを掛けて， 

2 2 2

2 2 2

1

( )

mn a mn

mn m n a

é ù+ - -ê ú =ê ú
- -ê úë û

z 0  (8.3.18) 

とすれば対称行列となる．一般に，非対称行列よりも対象行

列の方が固有値を求める計算時間を大幅に短縮できるので，

市販のソフトではそういった特性を考慮した，効率的なアル

ゴリズムで固有値を求めているはずである． 

8.4. 固有振動数 
 
式(8.2.12)，あるいは式(8.3.16)より，質点系の自由運動（外

力が作用していないときの運動）は，固有角振動数 1 oa w で

振動する成分と 2 oa w で振動する成分との和であることがわ

かる．別の言い方をすれば，他の振動数では自由振動しない

ことがわかる．つまり， 1 oa w と 2 oa w はこの二自由度系の一

次および二次の固有角振動数である． 
ここで大切なことは，固有角振動数が 2 つ存在するという

ことである．第 7 章までで扱っていた一自由度系では固有振

動数は 1 つだけであったのに対し，今回の二自由度系では 2
つになる．つまり，自由度と固有振動数の数は一致する．こ

れは，一般に，バネ・マス系の運動が式(8.3.3)のように書け，

ベクトルの次元が固有値の数と一致すること，ならびに，ベ

クトルの次元が自由度そのものであることを考えれば当然

のことであり，頭に入れておくべきことである． 
さて，式(8.2.10)）を用いて，質量比 m，固有振動数比 n に

よって系の固有振動数 1w ， 2w がどのように変化するかをみ

てみよう．質量比が 0.1,1,10m = の場合について，振動数比

n に対する無次元固有振動数 1a と 2a をプロットしたのが

図 8.4.1～図 8.4.3 である． 
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図 8.4.1 固有振動数（m = 0.1） 

 
図 8.4.2 固有振動数（m = 1） 

 
図 8.4.3 固有振動数（m = 10） 

これらのグラフにはいくつか特徴があることがわかる．ま

ず，固有振動数比 n が小さいと， 2a は 1 に収束する．つま

り，大きい方の固有振動数 2w は系 1 の固有振動数 ow よりも

常に大きく，系 2 の固有振動数が大きくなると大きくなる．

逆に小さくなると， ow に収束しする． 
次に，小さい方の固有振動数 1w も，系 2 の固有振動数が

大きくなると大きくなるが，上限値がある．この上限値は，

式(8.2.10)から，次式のようになる．これは，質点 1 と 2 が

一体となって振動するときの固有振動数である． 

1 1
1

1 21

k

m m

W
w

m
< =

++
 (8.4.1) 

最後に， n が大きいと， 2w はある直線状に， n が小さい

と， 1w はある直線状に収束するように見える．実際，その

通りであって，これも(8.2.10)から計算ができて， 

1 1 2

2 1

2
2

1 2

1 2

( 0)

1

1 ( )
k

m m

m m

w nW W n

w n mW

W m n

ì » = ïïïï » +ïïïíï = + =  ¥ïï æ öï ÷çï ÷çï ÷çè ø+ïî

 (8.4.2) 

つまり，系 2 の固有振動数が小さくなると， 1w は系 2 の固

有振動数に近づき，大きくなると， 2w が系 2 の固有振動数

の 1 m+ 倍に近づく． 
別の言い方をすると，ある系に，ゆっくり振動するもの（固

有振動数が小さいもの）を載せても，元の系と載せたものは

それぞれ，自身の固有振動数で振動するが，速く振動するも

の（固有振動数が多きいもの）を載せると，元の系の振動は

1/ 1 m+ 倍と小さくなり，載せた方は 1 m+ 倍と大きくな

る．固有振動数が質量の平方根に比例することを考えると，

つまりは，元の系と載せた系が一緒に振動するということで

ある．つまり，載せるものの固有振動数が大きいほど，載せ

た後の振動は一体化しやすい（連成しやすい）． 
しかし，振動設計上，一番面白いのは，載せる系の固有振

動数が元の系の固有振動数にほぼ近い，すなわち， 1n » の

あたり（もっと正確にいうと， 1/ (1 )n m» + あたり）であ

る．これについては第 9 章で詳しく述べる． 

8.5. 固有振動モード 
 
式(8.3.16)は，質点系が固有角振動数 1 oa w で振動するとき

の振幅が 1z に比例し， 2 oa w で振動するときの振幅が 2z に比

例することを示している．つまり，1 つの固有角振動数で振

動しているときには，質点 1 と質点 2 の振幅の比（振幅のパ

ターン）は変わらない（初期条件に依存しない）のである．

そして，二自由度系では，その振幅のパターンが 2 つあるの

である．別の言い方をすると，二自由度系の自由運動は，「2
つのパターンの振動の重ね合わせ」なのである．この振幅の

パターンは固有振動モード（eigen mode）と呼ばれる． 
例えば，同じ質量とバネ，つまり， 1m n= = であれば， 

1

2

3 5 5 1
0.618

2 2
3 5 5 1

1.618
2 2

a

a

ìï - -ï = = »ïïïíï + +ï = = »ïïïî

 (8.5.1) 

であり，固有振動モードは 

2 2
1

1 2

2 2
2

2 2

0.618( 5 1)/ 2

11

1.618(1 5) / 2

11

n a

n

n a

n

ì é ùï é ù é ù- -ï ê ú ê ú ê úï = = »ê úï ê ú ê úï ê ú ë ûï ë ûë ûïí é ùï é ù é ù- -- +ï ê úï ê ú ê ú= = »ï ê ú ê ú ê úï ê úï ë ûë ûïî ë û

z

z

 (8.5.2) 

となる．これを図示すると，図 8.5.1 のようになる．一次モ

ードは質点 1 と 2 が常に互いに同じ方向に振動するが，二次

モードでは互いに逆の方向に振動する． 

 
図 8.5.1 固有振動モード（m = n = 1） 

8.6. 自由振動の例 
 
たとえば，質点 2 を od だけ静かに引っ張ると，それにつ

られて od も引っ張られ，式(8.1.2)より， 

2
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1 22
1 2

,
1

o o o
k

x d d x d
k k

mn

mn
= = =

+ +
 (8.6.1) 

となることがわかるが，ここで，手を静かに話すと，質点系

は振動を始める．このときの解は，式(8.3.16)より， 

1 1 1 2 2 2cos( ) cos( )o oC t C ta w a w= +x z z  (8.6.2) 

となる．ただし， 1C ， 2C は次の方程式の解である． 
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2
2 2 2 2

1 22 1 22 21
1

od C C
mn n a n a

mn
n n

é ù é ù é ùê ú - -ê ú ê úê ú = ++ ê ú ê úê ú ê ú ê úê ú ë û ë ûê úë û

 (8.6.3) 

例えば， 1m n= = の場合には，この式は 

1 2
1 / 2 ( 5 1)/ 2 (1 5) / 2

1 1 1od C C
é ù é ùé ù - - +ê ú ê úê ú = +ê ú ê úê úë û ë û ë û

 (8.6.4) 

となるので， 

1 2
1 1 1 1

,
2 25 5

o oC d C d
æ ö æ ö÷ ÷ç ç= + = -÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø  (8.6.5) 

したがって，解は 

1 3
5 14 4 5 cos

1 1 2
2 5

1 3
5 14 4 5 cos

1 1 2
2 5

o o

o o

d t

d t

w

w

éæ öù÷çê ú+ ÷ç ÷ç æ ö-è øê ú ÷ç= ÷ç ÷çê ú è øæ öê ú÷ç + ÷ç ÷çê úè øë û
éæ öù÷çê ú- ÷ç ÷ç æ ö+è øê ú ÷ç+ ÷ç ÷çê ú è øæ öê ú÷ç - ÷ç ÷çê úè øë û

x

 (8.6.6) 

となり，時間変化は図 8.6.1 のようになる．質点 2 がよく振

動するのに対して，質点 1 はあまり振動していない．これは，

質点 1 の方が，バネが多くつながれていて振動しにくいこと

から何となく予想がつくだろう． 

 
図 8.6.1 二自由度系の運動 

8.7. モードの直交性と正規化 
 
固有ベクトル 1z と 2z （式(8.3.16)）の関係について調べて

みよう．両者何の特別な関係も有しないように見えるが，実

は， 2
1a ， 2

2a が二次方程式(8.3.15)の解であることから， 
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é ùé ù -ê úé ù ê ú= -ê ú ê úë û ê ú ê úë û ë û
= - + + +

= - + + + + =

z Mz

 (8.7.1) 

となることがわかる．つまり，M を介して 1z と 2z は直交

しているのである！これは，二自由度系だけでなく，任意の

多自由度系において成り立つ．つまり，一般に，任意のn次

元対称行列M とK に対し，式(8.3.13)，つまり， 

2w=Kz Mz  (8.7.2) 

を満たす w と z の組み合わせは n 通りあり，それらを

1 2( , , , )nw w w および， 1 2( , , , )nz z z とおくと，i j¹ のとき， 

0T T
i j i j= =z Mz z Kz  (8.7.3) 

であることを証明することができる． 
そこで，固有ベクトル if を，次式を満たすように正規化

することが一般に行われる． 

1 ( )

0 ( )
T
i j

i j

i j

ì =ïï= íï ¹ïî
Mf f  (8.7.4) 

このとき，式(8.7.2)より， 

2 ( )

0 ( )
iT

i j
i j

i j

wìï =ï= íï ¹ïî
Kf f  (8.7.5) 

となることがわかる．今回の二自由度系の場合には， 

2 2 2 2
1 2

1 1 2 22 2
,w w

n a n a

n n

é ù é ù- -ê ú ê ú= =ê ú ê ú
ê ú ê úë û ë û

f f  (8.7.6) 

とすればよい．ただし， 
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w
m

w
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 (8.7.7) 

8.8. 自由振動の例（その 2） 
 

8.6 節で自由振動の例を示したが，8.7 節の結果を用いると，

自由振動，外力が作用する場合の振動を問わず，系の応答を

よりシステマティックに計算することができる．この節では，

その方法について解説する． 
いま，自由振動の方程式は 

+ =Mx Kx 0  (8.8.1) 

であるが，ここで，固有振動モードを用いて，質点の応答を 

1 1 2 2u u= +x f f  (8.8.2) 

と表現してみる．このとき，式(8.7.4)，(8.7.5)より， 

2
1 1 1

2
2 2 2

0

0

u u

u u

w

w

ìï + =ïïíï + =ïïî




 (8.8.3) 

を得る．この微分方程式はモード方程式と呼ばれる（式

(8.8.3)は，外力がない場合のモード方程式である）．また，

式(8.8.2)より， 

1 1 2 2

1 1 2 2

,

,

T T

T T

u u

u u

ìï = =ïïíï = =ïïî

Mx Mx

Mx Mx  

f f

f f
 (8.8.4) 

この例では，初期条件は式(8.6.1)で与えられるが，式(8.8.4)
を用いると， 1u と 2u の初期条件を求めることができるので，

あとは，それらを用いて，式(8.8.3)より， 

1
1 1 1 1

1

2
2 2 2 2

2

cos sin

cos sin

o
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o
o

u
u u t t

u
u u t t

w w
w

w w
w

ìïï = +ïïïíïï = +ïïïî




 (8.8.5) 

と求めることができる．ここで， 1ou ， 1ou ， 2ou ， 2ou はそ

れぞれ， 1u ， 1u ， 2u ， 2u の初期値である．そして，これ

を式(8.8.2)に代入すれば，系の応答を求めることができる． 

8.9. まとめ 
 
減衰のない二自由度振動系の運動方程式，ならびに，その

解法を学んだ．そして，固有振動数，固有振動モードの概念

を学び，固有振動モードを利用した運動方程式の解法につい

て学んだ． 
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8.10. 宿題 
 
1) 式(8.7.3)を証明しなさい． 
2) 20m = の場合について，図 8.4.3 の場合と同様のグラフ

を描きなさい．また，そのグラフいｎ，式(8.4.2)の関係，

すなわち， 

1

2 1

a n

a n m

ì =ïïíï = +ïî
 (8.10.1) 

のグラフも追記し，これらのグラフが漸近線になってい

ることを確認しなさい． 
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第9章 二自由度系の振動(2) 
 
 

第 8 章では減衰のないバネ・マスの二自由度系について自由振動解を求めた．今回は，

減衰がある場合も含めた系の応答の計算法の一つである，モード法について学ぶ． 
 
【今回のポイント】 

1) モード法の解法 

2) レイリー減衰とモード減衰 

3) 二自由度系におけるモードの連成（考察の仕方） 
 

 

9.1. モード法 
 
モード法とは，簡単に言えば，系の運動を固有振動モード

の線形和で表すことであり，8.8 節で行ったことそのものが

モード解析である．そこで，第 8 章で考えたバネ・マス・ダ

ッシュポット系に外力が存在する場合の運動をモード法で

計算してみよう．この場合の運動方程式は 

+ + =Mx Cx Kx F   (9.1.1) 

ただし， 

1 1 2 2

2 2 2

1 2 2 1 1

2 2 2 2

0
,

0

, ,

m c c c

m c c

k k k x F

k k x F

ì é ù é ù+ -ïï ê ú ê úº ºï ê ú ê úï -ï ë û ë ûïí é ù é ù é ùï + -ï ê ú ê ú ê úï º º ºï ê ú ê ú ê ú-ïïî ë û ë û ë û

M C

K x F
 (9.1.2) 

式(9.1.1)を解くのは厄介であるが，もし，このバネ・マス・

ダッシュポット系とは別に，運動方程式が式(9.1.1)の形で書

けて，かつ，定数a ， b を用いて，減衰マトリクスC が 

a b= +C M K  (9.1.3) 

と書けるとしたらどうだろうか？（ちなみに，第 8 章で考え

たバネ・マス・ダッシュポット系では，残念ながら，特別な

場合，すなわち， 2 1 1 2c k c k= （ 2 1z nz= ）となる場合を除い

て，この式は満たされない）． 
もし，式(9.1.3)が成り立つとしたら，固有振動モードを使

って比較的簡単に計算ができる．すなわち，まず，解を 

1 1 2 2( ) ( )u t u t= +x f f  (9.1.4) 

とおき，式(9.1.1)に代入し，かつ，両辺に 1
Tf あるいは 2

Tf
をかける．すると，次の 2 つの式を得る． 

2 2
1 1 1 1 1 1

2 2
2 2 2 2 2 2

( )

( )

u u u f

u u u f

a bw w

a bw w

ìï + + + =ïïíï + + + =ïïî

 

 
 (9.1.5) 

ただし， 

1 1 2 2,T Tf f= =F Ff f  (9.1.6) 

である．式(9.1.5)の 2 つの式は，それぞれ 1u および 2u に関

する独立な方程式であるので，別個に（並列に）計算できる．

つまり，高速に計算できる．また，別の見方をすれば，一次

モードと二次モードは連成しないといえる． 
さて，式(9.1.5)をみると，減衰項の係数が 2

1( )a bw+ ，あ

るいは 2
2( )a bw+ となっていて，固有振動数に比例していな

い．これまでは， 1 12z w ，あるいは 2 22z w であったことと比

べると，かなり異なる．これは，減衰マトリクスが式(9.1.3)
の形になると仮定してしまったためである．式(9.1.5)のよう

な減衰は「比例減衰」，「レイリー減衰」と呼ばれる． 
これに対して，固有振動モード 1f と 2f を横に並べたマト

リクスを 

1 2é ùº ë ûF f f  (9.1.7) 

と定義したとき，減衰マトリクスを 

1 1

2 2

2 0

0 2
Tz w

F F
z w

é ù
ê ú= ê úë û

C M M


  (9.1.8) 

と仮定すると，各モードの方程式は 

2
1 1 1 1 1 1 1

2
2 2 2 2 2 2 2

2

2

u u u f

u u u f

z w w

z w w

ìï + + =ïïíï + + =ïïî

 
 

 (9.1.9) 

となって，これまでに見てきた一自由度のバネ・マス・ダッ

シュポット系の式と同じものとなる．ポイントは，(9.1.8)の
ように，右辺中央のマトリクスが対角マトリクスになってい

ることである．式(9.1.8)の減衰は「モード比例減衰」，「モ

ード減衰」などと呼ばれる．なお，F を用いると，M やK
に関して次式が成り立つこともわかる． 

2
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2
2

0
,

0
T Tw

FF F F
w

é ù
ê ú= = ê ú
ê úë û

M M M K M M  (9.1.10) 

また，式(9.1.2)のC を式(9.1.8)の形に直すと， 

11 12

21 22

T
o

c c
w F F

c c

é ù
ê ú= ê úë û

C M M  (9.1.11) 
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 (9.1.12) 

となって，減衰があると，非対角項である 12c ， 21c が 0 に

ならない．したがって，モード方程式は 

2
1 11 1 12 2 1 1 1

2
2 21 1 22 2 2 2 2

o o

o o

u u u u f

u u u u f

w c w c w

w c w c w

ìï + + + =ïïíï + + + =ïïî

  

  
 (9.1.13) 

となり，モードが独立せず，連成する． 

9.2. 減衰のある系での運動 
 
一自由度系の運動は，減衰比 z の大小によって異なること

は既にみてきた．二自由度系でも，式(9.1.9)の場合には，一

自由度系の結果をそのまま用いることができて， 1z や 2z の

大きさによって運動が異なる．また，式(9.1.5)の場合にも， 

1 2
1 2

1 2
,

2 2

a bw anw
z z

w w
+

= =  (9.2.1) 
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として， 1z や 2z の大きさを調べることで，一自由度系の知

識をそのまま使うことができる． 
ただし，7.5 節でも述べた通り，実システムでは，減衰係

数を設計段階で決めること自体が困難であり，また，式

(9.1.5)と(9.1.9)のどちらがより実システムに近いのか，ある

いは，全く別の減衰を仮定しないといけないか，といったこ

とすらわからないことも多い．実際，実システムにおいては，

実際にハードウェアを製作した後，実験から減衰係数（減衰

比）を求めることが多い．つまり，その場合，設計段階では

減衰係数はわからないということになる．そこで，実際の設

計では，減衰係数をいくつか仮定し，減衰係数の影響が設計

にどれくらいあるかを調べ，減衰係数がある範囲内に収まる

よう，事前に積極的に減衰機構を搭載したり，製作して実験

した後にシステムに減衰機構を加えたりすることになる． 

9.3. 運動の例 
 

8.6 節では減衰のない場合の自由振動の例を計算してみた

が，ここでは減衰のある系も含めて計算みてみよう． 

【例題 9.1】質点付加の効果 

質量が (1 )m m= + の一自由度のバネ・マス・ダッシュ

ポット系の自由減衰振動と，質点が 1 1m = ， 2m m= の二

自由度系の自由減衰振動とで，質点 1 の運動がどのよう異

なるか調べてみなさい． 

まず，式(9.1.3)の比例減衰や式(9.1.8)のモード比例減衰で

はなく，ダッシュポットの粘性減衰を厳密に考慮した方法で

解いてみよう．この場合には，モード方程式は式(9.1.13) 

2
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2 2
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 (9.3.1) 

ただし， 
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1 1 2 2
, , ,

2 2 2 2

c c c c
z z z z

a a a a
= = = =     (9.3.2) 

であるが，式(9.3.1)の厳密解を導くのはかなり面倒である．

そこで，ここでは以下のアルゴリズムを用いた数値計算で解

くこととする．すなわち，時間刻み幅を tD として，n番目

の時刻 nt のときの 1u および 2u の値を 1nu および 2nu とする

とき，以下の数値積分アルゴリズムを用いる． 
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 (9.3.3) 

ただし， 1tD ， 2tD はそれぞれ次式で与えられる． 
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 (9.3.4) 

そして，時刻 nt と 1nt + の中間で運動方程式が満たされるよ

うにする，すなわち， 

1 1 1 1 1 1 2 2 1
11 1 12 1

2 1 1 1 1 1 1
1

2 2
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2 2
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n n n n
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 (9.3.5) 
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 (9.3.6) 

を解く．結果だけ記すと， 
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として，次の状態遷移式で解を求めることができる． 

1 ,n n n n n+
é ù
ê ú= + = ê úë û

0
U PU Qz X U

0
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 (9.3.10) 

ただし， 
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そこで，まずは外力がない，すなわち， n =z 0 の場合（自

由振動）について計算してみよう．図 9.3.1 は， 

1 2

0 0

200Hz , 0.01 , 1 , 0

[1 1] , [0 0]

o

T T

f m n z zì = = = = =ïïíï = =ïîx y
 (9.3.14) 

すなわち，減衰がなく，付加質点は主質点の 1%，バネ剛性

は同一で，両質量とも同じ変位を与えて静かに離した場合の

主質点の運動（ 1x ）を表している．参考のため，付加質点

を主質点に一体化した一自由度系の場合の運動（ x ）も示し

ている．減衰がないので，一自由度系の方は，振幅が一定の

単振動を起こしているが，二自由度系の方は，付加質点との

振動の連成のため，“うなり”が生じている． 
これに対し， 2 0.1z = とした場合には，一自由度系では主

質点の減衰が 1 0z = であるので，図 9.3.1 と全く同じグラフ

となるが，二自由度系の場合には，付加質点側のダッシュポ

ットの減衰効果により，図 9.3.2 のように主質点の振動も減

衰する．つまり，当たり前といえば当たり前ではあるが，わ

ずが 1%の質点とバネ・ダッシュポットを付加しただけで，
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主質点の振動を減衰させることができる． 

 
図 9.3.1 二自由度系の振動の例 1（自由振動） 

 
図 9.3.2 二自由度系の振動の例 2（減衰振動） 

【例題 9.2】質点付加の効果（その 2） 

質量が (1 )m m= + の一自由度系と，質点が 1 1m = ，

2m m= の二自由度系とで，外力を作用させたときの質点

1 の運動がどのよう異なるか調べなさい． 

図 9.3.3 のような外力（ 2
1 om w で割って，等価変位に直し

てある）を主質点に作用させたときの運動を計算してみたの

が図 9.3.4 である．この例では次のように設定している． 

1 2 0 0

200Hz , 0.01 , 1

0 , 0.1 , [0 0] , [0 0]

o

T T

f m n

z z

ì = = =ïïíï = = = =ïî x y
 (9.3.15) 

つまり，最初はバネの伸び縮みもなく静止した状態で，主質

点に減衰はなく，付加質点にのみ減衰を与えている． 

 
図 9.3.3 外力の例 1 

 
図 9.3.4 二自由度系の振動の例 3（外力による振動の例 1） 

これに対し，図 9.3.5 のような外力を加えた場合の応答が

図 9.3.6 である．図 9.3.3 と図 9.3.5 では，加えた外力はほと

んど違わないように見えるが，応答は全く異なったものにな

っている．すなわち，一自由度系では振動は発散に近い傾向

にあり，二自由度系ではその傾向はない． 

 
図 9.3.5 外力の例 2 

 
図 9.3.6 二自由度系の振動の例 4（外力による振動の例 2） 

実は，図 9.3.5 の外力には，200Hz の振動が含まれている．

一自由度系では，固有振動数が / 1 199Hzof m+ » であるの

で，ほぼ共振に近い状態になっている．それゆえ，振動が発

散に近い傾向を示すのである．これに対し，二自由度系では

1 190Hzf » ， 2 210Hzf » であるので，共振はしない．もち

ろん，もし，外力に例えば 190Hz の振動が含まれていたら，

二自由度系の方が発散に近い傾向を示すことになる． 

【例題 9.3】モードの連成効果 

式(9.3.1)のようにモード間に連成がある場合と，連成項

を無視した場合とでどのような差異があるか調べなさい． 

2
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2
2 21 2 1 22 2 2 2 2 2

2 2

2 2
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u u u u f

z w z w w

z w z w w

ìï + + + =ïïíï + + + =ïïî

   
   

 (9.3.1) 

連成項とは， 12 1 22 uz w  および 21 2 12 uz w  のことであり，連成項

を無視した場合とは，次式を解くことに相当する． 

2
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2
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2
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u u u f

z w w

z w w
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 (9.3.16) 

図 9.3.7 は，例 2，すなわち， 

1

2 0 0

200Hz , 0.01 , 1 , 0

0.1 , [1 1] , [0 0]

o

T T

f m n z

z

ì = = = =ïïíï = = =ïî x y
 (9.3.17) 

で比較した例であり，各モード変位とも，連成項を無視して

もしなくても，単純な減衰振動にみえるが，質点 1 の変位は，

連成項を考慮すると，わずかにうなりがでている． 
これに対し，質点 2 の質量を質点 1 と同じにした場合，す

なわち， 1m = とした場合には，図 9.3.8 のようになり，2 次

モードに差がみられるものの，二次モードがすぐに減衰し，

一次モードが支配的となるため，質点 1 の変位の過渡応答は

連成を考慮してもしなくてもほとんど変わっていない． 
では，質量比が大きくなると連成の影響はなくなるのかと

いうと，そんなことはなくて，例えば 0.499022n = ，
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2 0.447807z = とすると，図 9.3.9 のように，質点 1 の変位の

過渡応答にも連成の影響ははっきり出てくる．このように，

質量比な固有振動数比，減衰比，初期値の組み合わせによっ

て，モードの連成状況は様々である． 

 
(1) 1 次モード 

 
(2) 2 次モード 

 
(3) 質点 1 の変位 

図 9.3.7 モードの連成（例 2） 

 
(1) 1 次モード 

 
(2) 2 次モード 

 
(3) 質点 1 の変位 

図 9.3.8 モードの連成（例 3） 

 
図 9.3.9 モードの連成（例 4） 

9.4. まとめ 
 
二自由度系を例に，モード法の基礎を学んだ．モード法に

ついては第 12 章で再度学ぶことになるが，まずはここでそ

の基礎をおさえておいてほしい． 

9.5. 宿題 
 
1) 次のような 2 自由度系の運動があるとする． 

1 1 2

2 1 2

2 3 4 sin

3 4 9 cos

x x x t

x x x t

ìï + - =ïíï - + =ïî




 (9.5.1) 

このとき，固有振動数および固有振動モードを求めなさ

い．また，モード減衰を仮定し，1 次の減衰比が 0.01，2
次の減衰比が 0.1 であるとして，式(9.1.9)に相当するモ

ード方程式を示しなさい． 
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第10章 二自由度系の振動(3) 
 
 

今回の講義では二自由度系の共振問題を取り扱い，周波数応答を求める． 
 
【今回のポイント】 

1) 二自由度系の強制振動の解法 

2) 二自由度系の周波数応答（ボード線図）の特徴（考察の仕方） 
 

 

10.1. 複素剛性 
 

8.1 節で考えた二自由度減衰系（図 10.1.1）において，土

台が振動する場合について考えてみよう． 

 
図 10.1.1 土台が振動する二自由度系 

この系の運動方程式は次のようになるが，この式を解くの

はなかなか骨が折れる．それは，減衰の存在のためである． 

1 1 2 2 1 1 1

2 2 1 1 1

2 2 2 2 1 2 2 1

sin

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

oy y t

m x k x x k x y

c x x c x y

m x k x x c x x

wì =ïïïï = - - -ïïíï + - - -ïïï = - - - -ïïî


   

  

 (10.1.1) 

これに対し，減衰のないバネ・マス系であれば， 

1 1 2 2 1 1 1

2 2 2 2 1

sin

( ) ( )

( )

oy y t

m x k x x k x y

m x k x x

wì =ïïïï = - - -íïï = - -ïïî


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 (10.1.2) 

となって， 

1 1 2 2sin , sinx X t x X tw w= =  (10.1.3) 

とおけば， 

2
1 1 2 2 1 1 1

2
2 2 2 2 1

( ) ( )

( )

om X k X X k X y

m X k X X

w

w

ìï- = - - -ïïíï- = - -ïïî
 (10.1.4) 

となり， 1X と 2X を求めることで解を求めることができる． 
そこで，7.5，7.6 節で行った，複素数による減衰系の解の

導出方法を用いてみよう．すなわち，バネ定数を 

* *
1 1 1 2 2 2(1 ) , (1 )k k j k k je e= + = +  (10.1.5) 

と複素数とし，土台の振動を 

j t
oy Y e w=  (10.1.6) 

と複素数表示し，解も次のように複素数表示する． 

1 1 2 2,j t j tx X e x X ew w= =  (10.1.7) 

このとき， 1e ， 2e がそれぞれ減衰係数 1c ， 2c に対応したも

のとなる．実際，式(10.1.5)～(10.1.7)を(10.1.2)に代入すると， 

2
1 1 2 2 2 1

1 1 1

2
2 2 2 2 2 1

(1 )( )

(1 )( )
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o

m X k j X X

k j X Y

m X k j X X

w e
e

w e

ìï- = + -ïïï - + -íïïï- = - + -ïî

 (10.1.8) 

そして， 

1 1 1 2 2 2,

o o

X S jC X S jC

Y y

ì = + = +ïïíï =ïî
 (10.1.9) 

とおいて，式(10.1.8)に代入すると，実部と虚部はそれぞれ 

2
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2
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 (10.1.10) 
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 (10.1.11) 

となる．これに対し，式(10.1.1)に 

1 1 1

2 2 2

sin cos

sin cos

x S t C t

x S t C t

w w
w w

ì = +ïïíï = +ïî
 (10.1.12) 

を代入すると， sin tw と cos tw の係数の関係式はそれぞれ 

2
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2
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 (10.1.13) 
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 (10.1.14) 

となる．式(10.1.10)と(10.1.13)，(10.1.11)と(10.1.14)をそれ

ぞれ比較すると， 

1 2
1 2

1 2
,

c c

k k

w w
e e= =  (10.1.15) 

とすれば，これらの式は完全に一致することがわかる．つま

り， 1e ， 2e はそれぞれ，系 1 と系 2 の減衰を表しており，

式(10.1.5)～(10.1.7)のように複素数化すれば，運動方程式は 

* *
1 1 2 2 1 1 1

*
2 2 2 2 1

( ) ( )

( )

m x k x x k x y

m x k x x

ìï = - - -ïïíï = - -ïïî
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 (10.1.16) 

あるいは， 

2 * *
1 1 2 2 1 1 1

2 *
2 2 2 2 1

( ) ( )
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om X k X X k X Y

m X k X X

w

w

ìï- = - - -ïïíï- = - -ïïî
 (10.1.17) 

とすることができて，これであれば，解を求めることは容易

となる．この定式化のポイントは，剛性と減衰を合わせて式

(10.1.5)のように複素数で表現したことによる．このように，

複素数による解の表現，複素剛性の導入については 7.5，7.6
節で述べたが，複素数の利用が威力を発揮するのは，このよ

うに自由度が 2 以上の問題である（正直，複素数で考えない

と，計算が面倒すぎて，やってられないだろう）． 

1x

1 1( sin )ok x y tw-

1 1( cos )oc x y tw w-

2 2 1( )k x x-

2 2 1( )c x x- 

2x

1m 2m

2 2 1( )k x x-

2 2 1( )c x x- 
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10.2. 周波数応答 
 
式(10.1.17)を用いて土台加振の場合の振幅比を計算して

みよう．求めるべき振幅比 x は 

1 2
1 2,

o o

X X

Y Y
x xº º  (10.2.1) 

であり，式(10.1.17)より， 

*
1

1 * 2
* 2 2 2
1 1 * 2

2 2
*
2

2 1* 2
2 2

o
k

X Y
k m

k m
k m

k
X X

k m

w
w

w

w

ìïï =ïïïï - -ïïí -ïïïïï =ïï -ïî

 (10.2.2) 

であるから， 
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1 * 2
* 2 2 2
1 1 * 2

2 2
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2 * 2 * 2 * 2
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k k

k m k m k m

x
w

w
w

x
w w w

=

- -
-

=
- - -

 (10.2.3) 

これを整理すると 
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となる．ただし， 

2 22 1 2
1 2

1 1 2

2

1 1

, ,

,

m k k

m m m
m W W

W w
n h

W W

ìïï º º ºïïïíïïï º ºïïî

 (10.2.5) 

である．また，減衰比をこれまで通り， 
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と定義すれば，式(10.1.15)，(10.2.5)より， 
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となる．つまり，もし， 1z や 2z が定数であったとしたら， 1e
や 2e は加振振動数に依存することになる．したがって，減

衰比 1z や 2z が一定になるような系と，構造減衰係数 1e や 2e
が一定となるような系では周波数応答が異なることがわか

る．実際， 1z や 2z が定数の場合，式(10.2.4)より， 

[ ]
[ ]

[ ]

1 2
1 22 2 2 2

2 2 2 4
1 2

3
1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2

2 2 2 2 2 2
2 1 2

,

( 4 ) 1 (1 )

2( ) 2 (1 )

(1 4 ) ( ) 4

(1 4 )( 4 )

D D

R I R I
R

I

D

D

x x

n z z h n m n h h

z n z nh z m z n h

z h n h z n h

z h n z h n

= =
+ +

ìï = - - + + +ïïïï = + - + +ïïíï = + - +ïïïï = + +ïïî

 

   








 (10.2.8

ちなみに，複素数を用いずに周波数応答を求めようとする

と，式(10.1.13)，(10.1.14)より，まず，次の四元連立方程式

を解く必要がある． 
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そして，次式で 1x と 2x を求めることになる． 
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= =  (10.2.10) 

この方法はかなり面倒であることは容易に想像できるだろ

う．この点に，複素数を用いる方法のありがたみがある． 
次節では，式(10.2.4)や(10.2.8)を用いて，加振振動数と振

幅との関係をみてゆく． 

10.3. 周波数応答の例 
 
まずは，系 1，2 の減衰が 0 の場合について考えてみよう．

この場合には， 
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となるので， 0R = ，すなわち加振振動数が 
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の場合には振動は発散する．式(8.2.10)からわかる通り，こ

の振動数は系の固有振動数に一致している．つまり，減衰が

ない場合には，一自由度系の場合と同じく，共振振動数と固

有振動数は一致し，その際の応答は発散する．図 10.3.1 は，

1 2( , , , ) (1,1,0,0)m n z z = の場合，すなわち，系 1 と 2 の質量や

バネ定数が同じ場合の応答を表しており，共振点では振幅は

発散し，各系の固有振動数と一致するところでは振幅が 0，
つまり，振動しない． 

 
図 10.3.1 二自由度系のボード線図（減衰がない場合） 

次に，減衰比が定数の場合について考えてみよう．図

10.3.2 はケース 1 として， 1 2( , , , ) (1,1,0.01,0.01)m n z z = の場合

について計算したものである．この場合には，系 1 と系 2
の質量，バネ定数，減衰係数が全て等しい．図からわかる通

り，振動数が各系の固有振動数とほぼ一致するところで系 1
はほとんど振動せず，そのかわり，その 0.6 倍付近や 1.6 倍

付近でかなり急峻な共振が起こっている．減衰がない場合の

固有振動数は，式(8.2.10)より， 
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1 20.618 , 1.618
o o

f f

f f
= =  (10.3.3) 

であるので，一自由度系と同じく，二自由度系でも減衰が小

さい場合には固有振動数付近で共振が起こることがわかる． 

 
図 10.3.2 二自由度系のボード線図（ケース 1） 

次に，ケース 2 として， 1 2( , , , ) (0.1,1,0.01,0.01)m n z z = ，す

なわち，質量比を 0.1にした場合には図 10.3.3のようになる．

この場合には，共振時の振幅が等質量の場合よりも大きくな

っている．また，2 つの共振点が各系の固有振動数に近づく．

このような状況は，振動系の設計としては好ましくない． 

 
図 10.3.3 二自由度系のボード線図（ケース 2） 

これに対し，ケース 3 として， 1 2( , , , ) (0.1,1,0.01,0.2)m n z z = ，

すなわち，系 2 の減衰をかなり大きくすれば，図 10.3.4 のよ

うに，共振点はかなり低くなる．感覚的な言い方をすれば，

これは，土台の振動を系 2 が吸収していることを意味してお

り，小さな質量で減衰の大きい系を付加することで，減衰が

小さい系 1 の共振を抑えられることを意味している． 

 
図 10.3.4 二自由度系のボード線図（ケース 3） 

ただし，減衰が大きければよいかというとそうでもなく，

1 2( , , , ) (0.1,10,0.01,0.2)m n z z = ，つまり，系 2 の固有振動数を

系 1 に比べて 10 倍と（これは質量が 0.1 倍，バネ定数が 10
倍であることを意味する），かなり大きくすると，系 2 は系

1 と一体となって振動してしまい，むしろ，ケース 2 の場合

よりも共振点での系 1 の応答は大きくなっている．共振点自

体は 1 個に減っており，ありがたいが，共振点が大きくなっ

てしまっては，系 2 を付加する意味がない． 

 
図 10.3.5 二自由度系のボード線図（ケース 4） 

これに対し， 1 2( , , , ) (0.1,0.9091,0,0.1855)m n z z = ，つまり，

系 1 の減衰が 0 という，非常に厳しい条件であっても，系 2
の固有振動数や減衰を適切に設計すると，図 10.3.6 のように

系 1 の振動を抑えることができる．この応答は，ケース 3，
すなわち，系 1 の減衰が 0.01 で，系 2 の減衰が 0.4 と，減衰

が大きい場合よりもむしろ系 1 の振動の抑制効果が大きい．

このように，従系の固有振動数，減衰比を適切に設計するこ

とで，質量の小さな従系を付加するだけで，減衰のほとんど

ないような主系でも，その振動を抑えることができるのであ

る．これが，第 11 章で述べる，動吸振器と呼ばれる振動抑

制器の考え方である． 

 
図 10.3.6 二自由度系のボード線図（ケース 5） 

さて，これまでは系 1 に系 2 を付加するという視点で見て

きたが，逆に，系 2 と土台の間に系 1 を挟み込むという視点

で見てみるとどうなるだろうか． 
図 10.3.7 は， 1 2( , , , ) (10,1,0.01,0.01)m n z z = ，つまり，系 1

の質量が系 2 の質量の 0.1 倍で，固有振動数や減衰は同じ場

合の応答を示している．この場合，共振点は元々の各系の固

有振動数の 0.3 倍程度となり，共振点での応答は大きい． 

 
図 10.3.7 二自由度系のボード線図（ケース 6） 

これに対し，まず， 1 2( , , , ) (10,10,0.01,0.01)m n z z = ，つま

り，系 1 の固有振動数を小さくする（剛性を小さくする）と，

図 10.3.8 のように高次の共振点での振幅はかなり小さくな

り，設計上，気にする必要がなくなる． 
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図 10.3.8 二自由度系のボード線図（ケース 7） 

さらに， 1 2( , , , ) (10,10,0.1,0.01)m n z z = ，すなわち，系 1 の

減衰を大きくすれば，図 10.3.9 のように，低次の共振点での

振幅も小さくなる．つまり，土台と主系（この場合は系 2）
との間に，柔らかくて減衰の大きいものを挟み込めば，主系

の振動を低くすることができる．つまり，土台からの振動を

主系にあまり伝わらないようにすることができる．これは，

当然といえば当然であろう．ただし，実際には，柔らかいも

のを挟み込むのは，例えば衛星搭載機器の場合で言えば，強

度や機器の姿勢精度などの問題であまり好まれない場合も

多く，系 1 の剛性はある程度高いものにせざるを得ない．こ

の場合，例えば 1 2( , , , ) (10,1,0.1,0.01)m n z z = とすれば，図

10.3.10 の通り，高次の共振点での振幅は大きくはなってし

まうが，それでも，低次の共振点に比べればかなり小さいの

で，結局は，いかに系 1 の減衰を大きくできるかがキーとな

る．これは，極めて当たり前のことであろう． 
ただし，図 10.3.10 からわかる通り，共振点を過ぎると一

気に振幅は小さくなるので，どの周波数に共振点を持ってい

くかが重要となる．つまり，例えば，土台がある振動数で振

動しやすいとわかっている場合，共振点をその振動数よりも

小さい振動数にしておけば，土台がよく振動する振動数では

系 1 や 2 はあまり振動せず，系の強度設計が楽になる． 

 
図 10.3.9 二自由度系のボード線図（ケース 8） 

 
図 10.3.10 二自由度系のボード線図（ケース 9） 

さて，ここまでは減衰比が一定の場合についてみてきたが，

構造減衰係数についても，計算してみると，ほとんど同様の

結果となる．特に，系 1 を主系とする場合には，振動数比が

1h = 付近のときが問題となり，式(10.2.7)からわかる通り，

そのあたりでは 

2
1 1 2

2
2 ,

z
e z e

n
» »  (10.3.4) 

であるから，例えば，ケース 2 に対応したものとして，

1 2( , , , ) (0.1,1,0.02,0.02)m n e e = で計算してみると，図 10.3.11
のようになって，ほぼ重なっている．そういう意味では，理

論上は異なるとはいえ，実用上はどちらのケースで計算して

もそれほど違いは出ないと思っていいだろう．その場合，系

1 を主系とする場合には 1h » 付近，すなわち，式(10.3.4)で
対応をとり，系 2 を主系とする場合には h n» 付近，すなわ

ち，次式で対応をとるとよいだろう． 

1 1 2 22 , 2e z n e z» »  (10.3.5) 

 
図 10.3.11 二自由度系のボード線図（ケース 2 の比較） 

10.4. まとめ 
 
二自由度系における，土台の振動に対する周波数応答を求

め，その性質について考察した．ここでの考察は第 11 章で

の解析の基礎となるので，よく理解しておいてほしい． 

10.5. 宿題 
 
式(10.2.4)を導きなさい． 

 
 

10-5
0.0001

0.001
0.01

0.1
1

10
100

0.1 1 10 100

 A
m

p
lit

ud
e 

x

Frequency ratio f/f
o

x
1

x
2

10-5

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

10

0.1 1 10 100

 A
m

p
lit

ud
e 

x

Frequency ratio f/f
o

x
1

x
2

10-5

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

10

0.1 1 10 100

 A
m

p
lit

ud
e 

x

Frequency ratio f/f
o

x
1

x
2

0.1

1

10

100

0.4 0.8 1.2 1.6 2

 A
m

p
lit

ud
e 

x

Frequency ratio f/f
o

x
1

x
2



―11-1― 

第11章 二自由度系の振動(4) 
 
 

これまでの講義で二自由度系の振動の特徴を学んだところで，今回の講義では，振動伝

達率や振動絶縁，動吸振器といった，振動低減設計に必要となる知識の基礎を学ぶ． 
 
【今回のポイント】 

1) 振動絶縁 

2) 動吸振器 

3) 定点理論 
 

 

11.1. 振動絶縁 
 
これまで学んできた二自由度系において，表 11.1.1 のよう

に，系 2 を，振動を抑制したい対象物（主系）とし，土台を

振動源，系 1 を，振動を抑制するために付加した機構（従系）

と考えてみよう．つまり，元々は土台に系 2 が直接取り付け

られていたものを，間に系 1 を挟み込んだということである

（図 11.1.1）．これによって，土台が振動しても，それが対

象物にできるだけ伝わらないようにしよう，という発想であ

り，これは「振動絶縁」（vibration isolation）と呼ばれる． 

表 11.1.1 二自由度系による振動絶縁のモデル化 

土台 振動源 

系 1 従系（振動絶縁機構） 

系 2 主系（振動抑制対象物） 

 
図 11.1.1 振動絶縁 

この場合，土台から対象物への振動伝達率を抑制することを

考える．振動伝達率は構造減衰と粘性減衰の場合とで異なる

ので，次項以降ではそれぞれの場合について調べてみよう． 

11.1.1. 構造減衰の場合 

この場合には，式(10.2.4)より，対象物への振動伝達率は 
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となる．ここで，対象物の減衰比の設計変更はできないと想

定し，与えられた 2z に対して， 2x が小さくなるよう，振動

絶縁装置の減衰比 1z や質量比 m，固有振動数比 n を設計し，

その設計値を実現するデバイスを開発するのが振動絶縁の

設計・開発手順である．ただし， 1e や m，n を必ずしも任意

の値に設定できるわけではなく，デバイスによって設計可能

な範囲（設計領域）は決まっているので，その範囲内で最も

2x を小さくするような 1( , , )e m n の組み合わせを決定するこ

とになる．特に，質量はある程度制限されていることが多い

ので，与えられた mに対して， 2x を最も小さくする 1( , )e n の

組み合わせを決定することを考えるのが現実的であろう． 
それはさておき，例えば，振動を抑制したい振動数の範囲

が決まっていない，あるいは，全ての範囲で抑えたい場合に

は，振動伝達率の最大値を最小にする，つまり，共振点での

振動伝達率を最小にすることを考えることになる． 
ここで，振動絶縁の最も厳しい条件，すなわち，対象物の

減衰がない場合について考えてみよう．この場合には， 
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 (11.1.2) 

10.3 節でも述べたが， 2x と振動数比 h との関係は，基本

的には図 11.1.2 のような，共振点が 2 つあるものとなり，振

動数の小さい方の共振点の方が 2x は大きくなる．よって，

このときの 2x を最小にするような 1e や n を求めればよい． 

 
図 11.1.2 振動絶縁における振動伝達率 

対象物の振動を抑えるには振動絶縁機構の減衰，すなわち，

1e を大きくすればよいのではないかと思うだろう．事実，

その通りなのであるが，その場合には振動絶縁機構の剛性を

小さくする必要がある．しかし，上述の通り，減衰や剛性は

設計領域内で決定する必要があるため，どうやって設計領域

内で最適なものを見つけるかが問題となる． 
実際，例えば剛性はある程度大きくしたい，対象物の剛性

と同程度，あるいはそれ以上であってほしいという要望が多

い．つまり，「与えられた剛性（ n ）に対して最適な減衰の

値（ 1e ）」を求めないといけないことが多い． 
結論から述べると，対象物の減衰が 0，つまり， 2 0e = で

あれば，比較的簡単に最適値を求めることができる．実際，

対象物の減衰があまり期待できないシステムは多く，だから

こそ，振動絶縁装置を必要とするわけであるので，ここでは

2 0e = の場合の結果だけ記すことにする．この場合には，

振動伝達率が大きくなる方の共振点での振動数比 mh は 

2

2

1 2 (1 2 ) 8
m

z z z
h

m m
=

+ + + + + -
 (11.1.3) 

である．ただし， 

2

1
z

n
=  (11.1.4) 

つまり，z は対象物に対する振動絶縁装置の固有振動数の比
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の二乗である．そして，最適な減衰 1me は 

2
1

1
1 2m m

z

m
e h

+
= + -  (11.1.5) 

となる．そして，最適値での振動伝達率 2mx は 

2

2
2 1 ( 2 1) 4

2
m

z zm m m
x

m
+ - + + - +

=  (11.1.6) 

となる．この式から， z が小さければ小さいほど，つまり，

振動絶縁装置の固有振動数が小さければ小さいほど，振動伝

達率は小さくなるが，このとき，式(11.1.5)より，減衰は無

限大でなければならなくなる． 
実際にこの最適値で計算してみよう． 1m n= = ， 2 0e =

の場合について，式(11.1.5)で最適値を計算すると， 

1 1.3521934495me =  (11.1.7) 

となるが，この場合との比較として， 1 5e = の場合も計算

したのが図 11.1.3 である．最適値の方は，減衰が小さいにも

関わらず，共振点は 1 5e = のときの半分にも満たない値に

なっており，減衰が効果的に作用していることがよくわかる． 

 
図 11.1.3 振動絶縁における振動伝達率の比較（構造減衰） 

11.1.2. 粘性減衰の場合 

この場合には，式(10.2.8)より，振動伝達率は 

[ ]
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 (11.1.8) 

で与えられる．これを最小化する 1z を求めればよいが，こ

の場合も， 2 0z = であれば解を求めることができ，共振点

は構造減衰の場合と同じで，減衰は以下の通りとなる． 

2

2

2

1
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2
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2 1 ( 2 1) 4

2
1 1
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m m
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m
e m

z
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 (11.1.9) 

そして，この場合には， 1m n= = ， 2 0z = の場合は 

1 0.8833629412mz =  (11.1.10) 

となり，最適値の場合と 1 2z = の場合とで振動伝達率を比較

すると図 11.1.4 のようになる．やはり，最適値の方が，減衰

比自体は小さいが，振動伝達率は小さくなっている． 
 
※ 実際の振動絶縁機構はそう簡単ではなく，単純なバネ・

マス・ダッシュポットのような“受動的な”振動抑制

（passive vibration suppression）ではなく，“能動的な”

振動抑制（active vibration suppression）が用いられるこ

とも多い．つまり，アクティブに振動を制御しようとい

うものである．ただし，アクティブな制御では，エネル

ギ（電力）が必要となったり，機構が複雑になったりす

るなどの短所があるため，この短所を改善しようという

研究は現在でも数多く行われている．また，予算や重量，

容積といったコスト面からも，アクティブな機構を搭載

するのを避けたい場合も多く，その場合には簡素でパッ

シブな機構（というよりは，ちょっとした減衰材やデバ

イス）を挟み込むこともしばしば行われる．制御する場

合もしない場合も，結局は，バネ定数や減衰係数が可変

なのか，一定なのか， x や x に依存するのかしないのか，

などといった点が違うだけなので，この講義でも学んで

いる二自由度系の振動について十分に理解しておくこと

が，振動系の設計では必要不可欠である． 

 
図 11.1.4 振動絶縁における振動伝達率の比較（粘性減衰） 

11.1.3. 振動絶縁における定点定理 

実は， 2 0e = （ 2 0z = ）の場合の最適な振動絶縁におけ

る共振点の振動数比は，振動絶縁装置の減衰 1e（あるいは 1z ）

によらず，一定となる．実際，式(11.1.1)を変形すると， 
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 (11.1.11) 

となるので， 

[ ]22 2 2 4( 1) 1 (1 ) 0z z zh m h h- - - + + + =  (11.1.12) 

を満たす h を fixh と書くと， 1e の値によらず，ボード線図は 

2
2( , ) ( ,1 / 1 )fix fixzh x h h= -  (11.1.13) 

を必ず通ることがわかる．この定点は 4 つあり，具体的には， 

21 2 (1 2 ) 8
,

2
1

, 0

fix
z z z

z

z

m m
h

m

+ +  + + -
=

+
 (11.1.14) 

の 4 つである．そして，最適値 1fixe は，これらのうち，振動

伝達率が最も大きくなる点（式(11.1.14)の複号が負の点）が

共振点になるように決定している．ちなみに，0 は加振をし

ていないケースに対応している．その様子を図 11.1.5 に示す． 
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図 11.1.5 振動絶縁機構の定点 

実は，次節の動吸振器の場合も，同様にある定点を通るこ

とが知られており（この場合には二か所），これを動吸振器

における「定点定理」と呼んでいる．それに倣うと，式

(11.1.13)の定点を通るというのは，振動絶縁における定点定

理と呼ぶことができよう．なお，なぜ，定点が共振点になる

ようにすると共振点での振動伝達率が最小になるのかにつ

いては，各自で考えてみてほしい． 

11.2. 動吸振器 
振動絶縁は，振動源である土台と対象物とを“絶縁”する

よう，間に振動絶縁機構をはさむという発想で対象物の振動

を抑制しようとするものであった．この場合，対象物が土台

に結合されておらず，振動絶縁機構にトラブルがあると，対

象物自体に重大な影響が起こり得るため，重要なミッション

機器に振動絶縁機構を取り付ける場合には，相当な覚悟が必

要となる．実際，振動絶縁機構自体が重要なミッション機器

の一つと考えて設計・開発を行うことになる．したがって，

例えば，「ちょっと何かを挟み込むことで振動を抑えたい」

というような要望があったとしても，実際に開発が進むと，

「ちょっと」どころではない労力を費やすことになるだろう． 
これに対し，対象物は土台に取り付けておいて，対象物に

ちょっとしたものを取り付けることで振動を抑制しようと

いう考え方もある．この場合には，対象物は文字通り“地に

足が付いた”状態であるので，ミッション機器の開発者にと

っては安心感が大きい（もちろん，「ちょっとしたもの」を

ミッション機器に取り付けるという点には神経を尖らすこ

とになるだろうが）．このように，対象物に取り付ける振動

低減装置を動吸振器（dynamic damper）と呼ぶ． 

 
図 11.2.1 動吸振器 

この場合には，図 11.2.1 の通り，質点 1 が対象物で，質点

2 が動吸振器ということになり，式(10.2.4)の 1x をできるだ

け小さくするよう，最適な固有振動数比 n と構造減衰係数

2e （あるいは 2z ）を決定することになる．なお，11.2.2 節

以降に示す通り，この場合には振動絶縁の場合とは異なり，

2e や n を無限大にしたり 0 にしたり，というような極限の

状態が最適になることはなく，ある有限な値が最適値となる． 

11.2.1. 最適化問題と定点理論 

この節では，構造減衰の場合を例に，動吸振器における最

適化問題を示し，併せて，定点理論について解説する． 

式(10.2.4)より， 
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 (11.1.15) 

であり，この 2e の最大値を最小にするよう， n と 2e を決定

するのが，動吸振器の最適化である． 
ここでは特に，対象物である質点 1 に減衰がない，すなわ

ち， 1 1 0e z= = の場合について考える． 
このとき，振動伝達率は以下の通りとなる． 
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 (11.1.16) 

この式を変形すると， 
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 (11.1.17) 

となる．したがって， 

( )[ ] [ ] ( )2 2 22 4 2 21 1 1 (1 ) 1 0z z zm h h m h h- + + + - - + - =

 (11.1.18) 

を満たす h を fixh と書くと，ボード線図は 2e の値によらず 

2
2( , ) ( ,1 / 1 (1 ) )fix fixh x h m h= - +  (11.1.19) 

を必ず通ることがわかる．この定点は 3 つあり，具体的には， 

21 (1 ) 2 (2 )
, 0

(2 )
fix

z z z

z

m m m
h

m
+ +  + + - +

=
+

 (11.1.20) 

このうち，0 は加振をしない時の値であるので，実質的には

2 つであることがわかる．そこで，実際に 2e の値を変えて振

動伝達率をプロットしてみると，図 11.2.2 のようになる． 

 
図 11.2.2 動吸振器の定点 

これが，動吸振器における定点定理である．そして，これを

利用して，最適な動吸振器の近似解を得ようというのが定点
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理論である．以下，簡単に定点理論の概要を述べる． 
定点理論では，次の要求を満たす 2e と n を（近似的に）

求めることで，最適解（の近似解）を求める． 

1) 定点（図 11.2.2 の点 P と Q）での振動伝達率を等しい． 
2) 定点が共振点，すなわち，振動伝達率の極大点になる． 

実は，実際に計算してみると，この要求の両方を満たす

2( , )e n の組み合わせは存在しないことがわかる．実際，1)の
要求を満たすには，式(11.1.19)，(11.1.20)より， 

1 1

(2 ) 1

z

z

m
m m

+ +
=

+ +
 (11.1.21) 

つまり， 2(1 )z m= + ，したがって， 

1

1
fixn n

m
= º

+
 (11.1.22) 

であればよいことがわかる．しかし，このとき，点 P と Q
の両方が極大点になるような 2e は存在しない．一般に，条

件 1)，2)は 3 つの独立した条件を含んでおり，それに対して

設計できるパラメータは 2e と n の 2 つだけなので，パラメ

ータの数が足りず，条件 1)，2)を満たすことはできない． 
そこで，定点理論では，構造減衰の場合には，点 P が極

大点になるときの 2
2e と，点 Q が極大点になるときの 2

2e の

平均値をもって， 2
2e の最適値としている．実際，それぞれ

の場合の 2
2e の値は 

2
2

(3 2 )
2

2 2

m m m
e m

m m
+

= 
+ +

 (11.1.23) 

となるので，最適値は 

2
(3 2 )

2
fix

m m
e

m
+

=
+

 (11.1.24) 

一方，粘性減衰の場合には， 

2
2 3

2 8(1 ) 2
fix

fix
m

ne m m
z

h m m

æ ö÷ç= =  ÷ç ÷çè ø+ +
 (11.1.25) 

となるので，最適値は 

2
3

8(1 )
fix

m
z

m
=

+
 (11.1.26) 

そして，定点での振動伝達率は， 

2
2

2
1 (1 )fix fix

m
x m h

m
+

= - + =  (11.1.27) 

となる．しかし， 2fixe や 2fixz はあくまでも平均値であり，

2fixx も定点での振動伝達率であって，もし，減衰係数を 2fixe
や 2fixz にした場合には，定点とは異なる点が共振点となり，

振動伝達率は式(11.1.27)よりも大きくなる． 

11.2.2. 構造減衰の場合の最適解 

では，厳密な最適解は求められないのかといえば，実は求

めることができる．結果だけ記すと，構造減衰の場合， 

2 2
1 (3 ) 2(1 )

, ,
1 2

opt opt opt
m m m

n e x
m m

+ +
= = =

+

 (11.1.28) 

となる．つまり，最適解でも定点での振動伝達率が等しいこ

とは定点理論と同じで，構造減衰係数の最適値が定点理論と

は異なる．実際に， 0.05m = の場合に最適解を求めると， 

2 20.95238 , 0.276134 , 6.4807opt opt optn e x= = =

 (11.1.29) 

となる．そこで，振動数比 n は最適値 optn にしておいて，構

造減衰係数 2e を変化させてみると，振動伝達率は図 11.2.3
のようになる．構造減衰係数が最適値の場合，2 つの共振点

の高さ（振動伝達率）は同じであり，構造減衰係数が大きく

なると，共振点は 1 つになるが，振動伝達率は大きくなる． 

 
図 11.2.3 動吸振器における構造減衰の影響 

なお，質量比 mよって，最適な構造減衰係数が定点理論と

厳密解がどれくらい異なるのかを調べたのが図 11.2.4 であ

る．動吸振器の質量が小さければ定点理論でも十分であるこ

とがわかるが，厳密解を用いるに越したことはないだろう． 

 
図 11.2.4 動吸振器の定点理論と厳密解の比較（構造減衰） 

11.2.3. 粘性減衰の場合の最適解 

この場合も結果だけ記すと，式(11.1.30)の通りである． 
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 (11.1.30) 

また，定点理論と最適値とを比較したのが図 11.2.5 であり，

減衰比はほとんど変わらず，固有振動数比に至っては，ほと

んど差がわからない．つまり，それだけ，定点理論が近似理

論として優れていると考えることもできるが，厳密解を使っ

ても困ることは何もないので，厳密解を使ってよいだろう． 

 
(a) 減衰比 
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(b) 固有振動数比 

図 11.2.5 動吸振器の定点理論と厳密解の比較（粘性減衰） 

11.3. まとめ 
 
振動絶縁と動吸振器について解説した．その内容は，学部

3 年生にとってはかなり高度な内容になってはいるが，考え

方自体は特に難しいというものではないので，是非，振動絶

縁や動吸振器，ならびに，それらの最適化の考え方について

は理解してほしいと思う． 

11.4. 宿題 
 
1) 動吸振器が実装されている例を調べなさい． 
2) 粘性減衰が作用する動吸振器において，動吸振器の減衰

比を大きくすると，対象物の剛性比 n と振幅比 1x との関

係はどのような式で表されるか？ただし，質量比を

0.01m = とする． 
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第12章 多自由度系のモード解析序論 
 
 

モード法については既に第 9 章で解説したが，その応用編として，トラスを例に，多

自由度系の運動の解析法の基礎とそのポイントについて解説する． 
 
【今回のポイント】 

1) 多自由度系におけるモード解析法 

2) パワースペクトル密度（PSD） 

3) 剛体モード 
 

 

12.1. トラスの変形 
 
図 12.1.1 のような 20 ベイのトラス構造の頂点に荷重をか

けると，トラスが変形することは容易に想像できるだろう．

実際，先端にせん断荷重を作用させると，図 12.1.2 のように

変形する．トラスの一本一本は伸び縮みしかしないが，全体

としては梁の曲げのような変形を起こす． 

 
図 12.1.1 トラス構造の例 

 
図 12.1.2 せん断荷重を受けるトラスの変形の計算例 

実は，このように一本一本の棒が組み合わさって一つの構

造物を形成しているような構造物では，一本一本の棒に作用

する力とそれによる変位との関係を明らかにすることで，構

造物全体の変位を求めることができる． 
例えば，図 12.1.3 のように，長さ AB の一本の棒 AB があ

り，両端の変位ベクトルをそれぞれ Au および Bu にしたい

とする．このとき，棒の両端に加えるべき外力ベクトルをそ

れぞれ AF ， BF とすると，実は，材料力学の知識を使うと，

次式の関係が成り立つことがわかる．ただし， ABe は点 A
から点 B に向かう単位方向ベクトルである． 

[ ]

[ ]

( )

( )

A AB A B AB
AB

B AB B A AB
AB

EA

EA

ìïï = ⋅ -ïïïíïï = ⋅ -ïïïî

F e u u e

F e u u e





 (12.1.1) 

 
図 12.1.3 一本の棒の変形 

式(12.1.1)は， AF と BF が棒に平行で互いに逆向きのベクト

ルであることを示している．これは，棒と直交する方向に外

力を加えようとすると，棒がクルクルと回転してしまい，力

を加えようにも加えられないことを意味している．別の言い

方をすれば，棒と直交する方向に点 A や点 B を動かすには

外力は必要としない（ほんの一瞬，指先でつつくだけでよい）． 
また，式(12.1.1)より，棒の伸びは ( )AB B A⋅ -e u u で計算

できることもわかる．このことを知っていると，「材料力学

Ⅰ」で勉強したようなトラスの変形の問題を簡単に解くこと

ができるので，覚えていて損はないだろう． 
さて，式(12.1.1)は次のように変形できる． 

T T
AB AB AB ABA A

T TB B
AB AB AB AB

AB AB A

AB AB B

EA EA

EA EA

é ù
ê ú-é ù é ùê úê ú ê ú= ê úê ú ê úê úë û ë û-ê úë û
é ù é ù-
ê ú ê úº ê ú ê ú-ë û ë û

e e e eF u
F u

e e e e

k k u
k k u

 

 
 (12.1.2) 

では，もし，図 12.1.4 のように，棒が二本，連結されてい

たとしたらどうなるであろうか？ 

 
図 12.1.4 二本の棒の変形 

このケースで問題となるのは，点 B に作用させる力であ

る．棒 AB を変形させるために必要な力は式(12.1.1)で求め

ることができた．もし，棒が BC だけだったとしたら，棒

BC を変形させるために必要な力は，式(12.1.1)と同様に， 

[ ]

[ ]

( )

( )

B BC B C BC

C BC C B BC

EA

EA

ìïï = ⋅ -ïïíïï = ⋅ -ïïî

F e u u e

F e u u e





 (12.1.3) 

つまり， 

T T
BC BC BC BCB B

T TC C
BC BC BC BC

BC BC B

BC BC C

EA EA

EA EA

é ù
ê ú-é ù é ùê úê ú ê ú= ê úê ú ê úê úë û ë û-ê úë û
é ù é ù-
ê ú ê úº ê ú ê ú-ë û ë û

e e e eF u
F u

e e e e

k k u
k k u

 

   (12.1.4) 

では，2 つの棒が連結されたら，どうなるであろうか？ 
結論だけ述べると，点 B に作用させるべき力は，式(12.1.1)

と(12.1.3)を合わせたものである．すなわち， 

[ ]( )A AB A B AB
EA

= ⋅ -F e u u e


 (12.1.5) 

[ ] [ ]( ) ( )B AB B A AB BC B C BC
EA EA

= ⋅ - + ⋅ -F e u u e e u u e
 

 (12.1.6) 
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[ ]( )C BC C B BC
EA

= ⋅ -F e u u e


 (12.1.7) 

したがって， 

A AB AB A

B AB AB BC BC B

c BC BC C

é ù é ù é ù-
ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú= - + -ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú-ê ú ê ú ê úë û ë û ë û

F k k 0 u
F k k k k u
F 0 k k u

 (12.1.8) 

式(12.1.8)の右辺のマトリクスは，個々の棒のマトリクス（式

(12.1.2)，(12.1.4)）を重ね合わせることでできている． 
では，図 12.1.5 の場合はどうであろうか？ 

 
図 12.1.5 三本の棒のトラスの変形 

この場合には，棒 CA が加わるので， 

T T
CA CA CA CAC C

T TA A
CA CA CA CA

CA CA C

CA CA A

EA EA

EA EA

é ù
ê ú-é ù é ùê úê ú ê ú= ê úê ú ê úê úë û ë û-ê úë û
é ù é ù-
ê ú ê úº ê ú ê ú-ë û ë û

e e e eF u
F u

e e e e

k k u
k k u

 

   (12.1.9) 

を考慮する必要があり，結局， 

A AB CA AB CA A

B AB AB BC BC B

c CA BC BC CA C

é ù é ù é ù+ - -
ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú= - + -ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú- - +ê ú ê ú ê úë û ë û ë û

F k k k k u
F k k k k u
F k k k k u

 (12.1.10) 

となる．どこにどう重ね合わせればよいか，わかっただろう

か？ このように，重ね合わせができるという点は，コンピ

ュータで計算をするのにとても適している（一本一本の棒に

関するマトリクスを計算して，それを全体のマトリクスに重

ね合わせることをひたすら繰り返せばよい）． 
こうやって，棒が増える度に，マトリクスはどんどん大き

くなり，全体として， 

A A

B B

C C

D D

é ù é ù
ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê ú=ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê úë û ë û

F u
F u
F uK
F u
 

 (12.1.11) 

あるいは， 

=F Ku  (12.1.12) 

,

A A

B B

C C

D D

é ù é ù
ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê úº ºê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê úë û ë û

F u
F u
F uF u
F u
 

 (12.1.13) 

という形にまとめることができる．このK は全体剛性マト

リクスと呼ばれる．これに対し，式(12.1.9)の右辺のマトリ

クスのように，一本の棒に関するマトリクスは局所剛性マト

リクスと呼ばれる．トラスの解析では，局所剛性マトリクス

を計算して全体剛性マトリクスに重ね合わせるという作業

をコンピュータで繰り返し行うことになる． 

12.2. トラスの振動 
 

12.1 節ではトラスに力を作用させた場合の変形について

みてきたが，トラスが運動する場合も同じである．その場合，

慣性力を考慮する必要があるが，これも 12.1 節と全く同様

にして計算することができる． 
結果だけ示すと，図12.1.3の棒ABが加速度運動するとき，

点 A および点 B に作用する慣性力 I
AF および I

BF は 

2

26

I
A A

I
BB

Aré ù é ù é ùê ú ê ú ê ú= -ê ú ê ú ê úê ú ë û ë ûë û

F I I u
I I uF




 (12.2.1) 

と表現できる．そして，全体マトリクスへの重ね合わせも全

く同様で，式(12.1.12)と同様に，以下のように書ける． 

I = -F Mu  (12.2.2) 

,

I
A A
I
B B

I I
CC

I D
D

é ù é ùê ú ê úê ú ê úê ú ê úê ú ê úê úº º ê úê ú ê úê ú ê úê ú ê úê ú ê úë ûê úë û

F u
F u

uF uF
uF







 (12.2.3) 

そして，外力 exF と慣性力 IF の和が，変形に必要な力F と

等しくなる，すなわち， 

ex I+ =F F F  (12.2.4) 

という方程式が運動方程式となる．これに式(12.1.12)，
(12.2.2)を代入して整理すれば， 

ex+ =Mu Ku F  (12.2.5) 

これは 8.3節や第 9章で考えた運動方程式と同じ形をしてい

る．外力が作用しない場合には，運動方程式は 

+ =Mu Ku 0  (12.2.6) 

であり，固有角振動数をW ，固有振動モードをfとすれば， 

j te W=u f  (12.2.7) 

とおくことができて，次式を得る． 

2W =M Kf f  (12.2.8) 

いま，系の自由度がN ，すなわち，M やK がN N´ の行

列である場合，式(12.2.8)を満たすW とfはN セット存在す

る．図 12.1.1 のトラスについて実際に低次のモードの固有振

動数と固有振動モードを求めると図 12.2.1 のようになる．た

だし，  は格子の正方形の一辺の長さである． 

 
(1) 1 次モード 

 
(2) 2 次モード 

 
(3) 3 次モード 
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(4) 4 次モード 

 
(5) 5 次モード 

図 12.2.1 トラスの固有振動モードの例 

この図から，一次，二次，三次は，それぞれ，梁の曲げの

一次，二次，三次モードと同様のモード，四次は伸縮と曲げ

が連成したモード，五次は梁としての曲げの四次モードに対

応していることがわかる（梁の曲げについては，航空工学実

験Ⅱのテキストの「弾性体の振動実験」を参照してほしい）． 
例えば，一辺が 5cm のアルミ棒でトラスをつくると，全

長は 1m であり， 

3 37.2GPa , 2.7 10 kg/m , 0.05mE r= = ´ =  (12.2.9) 

であるから，固有振動数は以下の通りである． 

1 2 3

4 5

15.0Hz , 87.9Hz , 225.2Hz

275.1Hz , 400.5Hz

f f f

f f

ì = = =ïïíï = =ïî
 (12.2.10) 

こういった数字の感覚を養っておくのも重要である． 
さて，これらのモードを用いて，外力 exF が作用する場合

のトラスの運動をモード法で計算してみる．この場合，全体

変位ベクトルu を次のようにおく． 

1

N

i i
i

u
=

= åu f  (12.2.11) 

つまり，任意のN 次元ベクトルu をベクトル if の線形和で

表すということであり， if はいわゆる基底ベクトルの役割

を果たしている．これを運動方程式(12.2.5)に代入し， 

2,T T
i j ij i j ij id d W= =M Kf f f f  (12.2.12) 

であることを用いると，モード方程式は 

2
i i i iu u fW+ =  (12.2.13) 

ただし， if はモード外力，すなわち，次式で定義される． 

T ex
i if = Ff  (12.2.14) 

これを用いて，図 12.2.2 のようにトラスの先端の y- 方向に
exF の大きさの外力が作用する場合の運動を計算してみよ

う．ただし， exF は図 12.2.3 の通り，すなわち， 

0 ( 0 , )

(0 )
oex

o o

t t t
F

F t t

ì < <ïï= íï £ £ïî
 (12.2.15) 

であるとする． 

 
図 12.2.2 外力の作用点とその方向 

 
図 12.2.3 外力のプロファイル 

この場合，節点（トラスの格子点）の順番付けにもよるが，

外力の作用点をu や exF の並び順の一番最後にすると， 

0
ex

exF

é ù
ê ú
ê ú= ê ú
ê ú-ê úë û

F   (12.2.16) 

となり，それで実際に時々刻々のモード外力 ( )if t を計算し，

モード方程式(12.2.13)を解けばよい．解は既に式(3.3.15)～
(3.3.17)に示してある（式(3.3.16)，(3.3.17)で減衰比 z を 0 に，

固有振動数 ow を各モードの固有振動数 iW に置き換えれる）． 

1n n n+ = +x Px Qa  (3.3.15) 
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 (3.3.16) 
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 (3.3.17) 

各モードにおける式(3.3.15)の na （ i
na と書くことにする）

がここでは 

1

( )

( )
i ni

n
i n

f t

f t +

é ù
ê ú= ê úë û

a  (12.2.17) 

で求められるので，各モードで遷移行列PとQ（ iP および
iQ と書くことにする）を式(3.3.16)，(3.3.17)で求めておき

さえすれば，時々刻々の iu は容易に算出できるのである．

また，もし，比例減衰 

a b= +C M K  (12.2.18) 

を考慮するのであれば，モード方程式は 

2 2( )i i i i i iu u u fa bW W+ + + =   (12.2.19) 

となるので，式(3.3.16)，(3.3.17)において， 

2

2
i

i

a bW
z

W
+

=  (12.2.20) 

と置き換えることで，モード方程式の解を得ることができる． 
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減衰が 0 の場合について実際に計算してみると，図 12.2.4
の点 B（トラスの中間点）の x方向変位の過渡応答は図 12.2.5
のようになる．ただし，変位は  で，時間は / Er で，質

量は Ar でそれぞれ無次元化してある．また，式(12.2.15)の

ot は無次元時間で 1， oF も 1 としている． 

 
図 12.2.4 計測点 

 
図 12.2.5 計測点 B の x 方向変位 

さて，図 12.2.6 は図 12.2.5 の時系列データを離散フーリエ

変換し，パワースペクトル密度（PSD）を計算したものであ

る．離散フーリエ変換や PSD については第 13 章や第 14 章

で学ぶが，PSD がピークになる振動数が固有振動数とほぼ

一致する．「ほぼ」と書いたのは，もし，サンプリング時間

が限りなく 0 に近くなれば，ピークとなる振動数は固有振動

数に一致するという意味である．図 12.2.6 では，無次元振動

数の分解能は 42.2979 10-´ ，つまり，一次の無次元固有振動

数の半分となっていて，低次のモードの固有振動数を求める

にはかなり粗い分解能になってしまっているため，あまり理

論値とは合わないが，それでも， 
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 (12.2.21) 

となっていて，理論値 
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
 (12.2.22) 

と分解能以下の精度で求められている． 

 
図 12.2.6 計測点 B の x 方向変位の PSD 

これに対し， 

0 , 0.05a b= =  (12.2.23) 

すなわち，構造減衰を加えると，図 12.2.7 のようになり，高

周波はすぐに減衰してしまう．実際，図 12.2.7 の過渡応答の

後半だけの PSD を計算すると図 12.2.8 のようになり，せい

ぜい 10 次のモード程度までしか含まれておらず，高次のモ

ードは十分に減衰していることがわかる．実際，一般に，高

次のモードは減衰しやすい（ exp( )ntzw- の項が効いている）

ので，モード法で過渡応答を計算する場合，低次のモードだ

けで計算する場合が多い．つまり，式(12.2.11)で変位を求め

るところを，ある次数N までで和を打ち切ってしまい， 

1

N

i i
i

u
=

= åu


f  (12.2.24) 

とするわけである．こうすれば，計算時間が短くなるし，そ

もそも，N が大きくなると，全てのモードのモード形状 if
を求めるのはかなりの時間がかかるので，できればやりたく

ない．そこで，低次だけで計算することを考えるわけである． 
逆に言えば，低次のモードしか卓越しないような運動であ

れば，モード法は計算効率が抜群によく，威力を発揮する． 
ただし，これには落とし穴があって，この例題のように衝

撃に近い外力が作用する場合には，残念ながら高次のモード

も考慮しないといけない．それゆえ，そのような問題では，

モード法を用いるのではなく，運動方程式 

ex+ + =Mu Cu Ku F   (12.2.25) 

を直接解く方が効率的である．実際，この問題で 10 次まで

しか考慮しないと図 12.2.9 のようになり，変位のオーダーが

2 桁近く違う解しか出てこない．この問題では図 12.2.3 のよ

うな外力を与えているので，せめて，外力を与えている時間

ot の 2～4 倍程度の周期のモード（この例では 1ot = なので，

周期が 2～4，つまり，無次元振動数が 0.25～0.5 程度）まで

はほしいところである． 

 
図 12.2.7 減衰がある場合の計測点 B の x 方向変位 

 
図 12.2.8 減衰がある場合の計測点 B の x 方向変位の PSD 
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図 12.2.9 低次だけ考慮した場合の計測点 B の x 方向変位 

12.3. 剛体モード 
 

12.2 節ではトラスの片側が壁に固定されている場合につ

いて考えた．しかし，航空機や宇宙構造物の場合には宙に浮

いている状態，つまり，両端がフリーとして考えなければな

らない．この場合には，一切の応力が作用しない（したがっ

て，歪も生じない）状態でトラスは運動できる．この場合に

は，固有振動数は 0 となる．実際，固有振動数およびモード

を求めてみると，最低次の 3 つのモードでは固有振動数は 0
で，モード形状は図 12.3.2 のようになる．これらは，回転運

動や上下，あるいは左右の並進運動を表しているものであり，

いわゆる剛体運動に対応しているので，「剛体モード」と呼

ばれる（なお，剛体モードでは固有振動数は 0 になる理由に

ついては宿題としたい）．なお，平面運動の場合には剛体モ

ードは 3 つであるが，三次元運動の場合には 6 つになること

は言うまでもない． 

 
図 12.3.1 フリー・フリーのトラスの例 

 
図 12.3.2 剛体モード 

また，4 次以上のモードは図 12.3.3 のようになる． 

 
(1) 4 次モード 

 
(2) 5 次モード 

 
(3)6 次モード 

 
(4) 7 次モード 

 

(5) 8 次モード 

図 12.3.3 フリー・フリートラスの固有振動モードの例 

12.4. まとめ 
 
トラスを例に，多自由度系におけるモード解析の基礎につ

いて解説した．式(12.2.8)を数値計算で解くプログラムを自

作するのは簡単ではないが，今では，例えば Matlab®や

Octave，Scilab などで簡単に計算できる．実際，剛性マトリ

クスを KK，質量マトリクスを MM とすれば，Matlab の場

合， 

[V D] = eig(KK,MM); 

と書くだけで，V には全ての固有振動モードベクトルが，D
には全ての固有振動数が出力される．これを使えば，PSD
を求めることも簡単である（fft という関数を使う）． 

12.5. 宿題 
 
1) 剛体モードでは固有振動数が 0 になる理由を述べなさい． 
2) PSD がどういうものであるか説明しなさい（ネット検索

なり，図書館で本を調べるなりすればよい）． 
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第13章 振動系の評価(1) 
 
 

今回から 3 回にかけて，実際に設計・開発したものの振動特性を評価する技術・手法に

ついて学ぶ．まず，今回は振動の評価の基本となるフーリエ解析の基礎について学ぶ． 
 
【今回のポイント】 

1) Fourier 級数展開 

2) Fourier 変換と離散 Fourier 変換 
 

 

13.1. Fourier 級数展開 
 
時間の実数関数 ( )x t が与えられたとき，（細かな数学的制

約が満たされているとすれば，） ( )x t は三角関数の和で表す

ことができる，というのがフーリエ級数展開（Fourier series）
の重要な（ありがたい）ところである．この節では，工業数

学Ⅱで勉強したであろうことを復習しよう． 
( )x t が，図 13.1.1 のように / 2 / 2T t T- £ < を単位区間

とする時間T の周期性をもつ場合， 

( )0

1

2 2
( ) cos sin

2
n n

n

a nt nt
x t a b

T T

p p¥

=

= + +å  (13.1.1) 

と展開できる．ただし，係数 ia ， ib は次式で定義される． 

/2

/2
/2
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2 2
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ìïï =ïïïíïï =ïïïî

ò

ò
 (13.1.2) 

式(13.1.1)を複素数で表すと， 

( )
( )

( )
( )

0

1

0

1

2 2
( ) cos sin

2
2 2

cos sin
2

2 22 cos sin
2
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 (13.1.3) 

ただし， 

0
0 , , ( 0)

2 2 2
n n n n

n n
a a jb a jb

c c c n-
- +

= = = >

 (13.1.4) 

すなわち， 

( )/2

/2

1 2
( )exp

T
n

T

nt
c x t j dt

T T

p
-

= -ò  (13.1.5) 

n nc c- =  (13.1.6) 

 
図 13.1.1 周期性のある関数 

ただし，実世界では時間が負の領域で考えることはないの

で， ( )x t が図 13.1.2 のように 0 t T£ < を単位区間とする時

間T の周期性をもつ場合について考えてみると，この場合

も，同様の式が成り立つ．すなわち， 

( )0

1

2 2
( ) cos sin

2
i i

n

a nt nt
x t a b

T T

p p¥

=

= + +å  (13.1.7) 

0

0

2 2
( )cos

2 2
( )sin

T
n

T
n

nt
a x t dt

T T
nt

b x t dt
T T

p

p

ìïï =ïïíïï =ïïî

ò

ò
 (13.1.8) 

( )2
( ) expn

n

nt
x t c j

T

p¥

=-¥

= å  (13.1.9) 

( )
0

1 2
( )exp

T
n

nt
c x t j dt

T T

p
= -ò  (13.1.10) 

（これらを証明できますか？）． 

 
図 13.1.2 周期性のある関数（正の時間領域のみの場合） 

また，実際にいろいろな計算をする際は，(13.1.1)のよう

に無限級数にするのではなく，高次の項は打ち切って，ある

値N までしか和を取らずに近似することが多い． 

( )0

1

2 2
(̂ ) cos sin

2

N

n n
n

a nt nt
x t a b

T T

p p

=

= + +å  (13.1.11) 

例えば，図 13.1.3(a)は，周期が 4T = で， 2 2t- < £ の

部分は 2 3 4( ) 1 5x t t t t t= - - + + と一致する，不連続な周期

関数のグラフである．これを Fourier 級数展開すると，図

13.1.3(b)のように 5N = だと式(13.1.11)の (̂ )x t は ( )x t から

少しずれていて，(c)のように 10N = だとかなりあってくる．

そして，(d)のように 100N = まで大きくすると，ほぼ一致

する（ 2x =  で連続になっている）．このように，あまり

高い次数まで和を取らずとも，かなりよい精度で元の関数を

近似できるのがFourier級数展開のありがたいところである． 

※ 実は，式(13.1.1)～(13.1.4)の関係式は，数学的にはいろ

いろおもしろいことがあるのであるが（例えば，ベクト

ル空間など線形代数との関係が結構おもしろい），それ

については数学の参考書を読んでもらうこととして，こ

こでは，純粋に振動問題についてのみ考えることにする． 

 

t
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(a) 元の関数 

図 13.1.3 Fourier 級数展開の例 

 
(b) 5N =  

 
(c) 10N =  

 
(d) 10N =  

図 13.1.3 Fourier 級数展開の例（つづき） 

13.2. Fourier 級数展開の意味 
 
振動問題を考える際，Fourier 級数展開はとても重要な意

味をもつ．例えば，振動する物体があったとして，その変位，

あるいは加速度など，何等かのデータが得られたとしよう．

そのとき，そのデータを Fourier 級数展開できれば，その物

体が何 Hz で振動しているのか，あるいは，何 Hz と何 Hz
の振動が混ざっているのか，などといった，振動の特徴を知

ることができるからである． 
具体的には，式(13.1.1)からわかる通り， 0n ¹ のとき，

2 2
n na b+ （ということは，式(13.1.4)より，2 nc ）は，振

動数が /n T の振動の振幅になっており，Fourier 級数展開

は，それらいろいろな振動数の振動の重ね合わせであるとみ

ることができる．したがって， 2 2
n na b+ ，あるいは 2 nc の

値が大きなものを見つけてくれば，そのときの振動数 /n T
が，その物体の振動の主たる振動であることがわかるのであ

る．そして，実は，自由振動の場合，振動データから求めた，
2 2

n na b+ ，あるいは 2 nc の値が大きいとき，振動数 /n T
は，その物体の固有振動数にほぼ近いことが知られている

（詳しくは，航空工学実験Ⅱの「弾性体の振動実験」，を参

照のこと．また，この点については第 14 章でも触れる）． 
とにかく，「Fourier 係数の大きさが，対応する振動数の

振動の振幅を表している」ことだけはおさえておいてほしい． 
 

13.3. Fourier 級数展開の使い方 
 
以下では，実世界での使用を考え，時刻が 0 以上（ 0 t£ ）

の場合について考える． 
一般に，Fourier 級数展開は元の関数の周期性を仮定して

いるが，t T> の範囲のことは考えないことが多い．つまり，

周期性がなくてもよくて， 0 t T£ £ の範囲で， ( )x t を三角

関数の級数展開で近似できればいい，と考えるわけである．

例えば，実験で，ある時刻から時間T の間，データを取っ

たとしよう．このとき，その「ある時刻」を 0t = とすると，

データが取れているのは 0 t T£ £ の間だけであり，それ以

前もそれ以後もデータはない．そして，おそらくは，それ以

前も以後もデータは周期的ではないだろう．しかし，我々の

関心があるのは 0 t T£ £ の範囲だけであるので，この範囲

でデータを三角関数の和で表すことができれば，その他の範

囲はどうでもいいのである． 

 
図 13.3.1 周期性のない関数の Fourier 級数展開 

さらに考えてみると，通常，ある時刻 0t = からある時間

oT の間のデータを取るというのが普通であろう．この場合，

0 ot T£ £ の範囲しかデータはない．この場合には， oT T=
とすれば，Fourier 級数展開は可能ではある． 

13.4. Fourier 変換とその意味 
 
関数 ( )x t の Fourier 変換（Fourier transfor） ( )X f は次式で

定義される． 

0
( ) ( )exp( 2 )X f x t j ft dtp

¥
º -ò  (13.4.1) 

これを Fourier 級数展開と関連付けて考えてみよう．複素

数で表した Fourier 係数は式(13.1.10)で表されていた． 

( )
0

1 2
( )exp

T
n

nt
c x t j dt

T T

p
= -ò  (13.1.10) 

そして， nc を用いた ( )x t の Fourier 級数展開は式(13.1.3) 

( )2
( ) expn

n

nt
x t c j

T

p¥

=-¥

= å  (13.1.3) 

であった．そこで， ( )x t が 0t < および t T> では 0 で，

0 t T£ £ でのみ 0 以外の値を持ち得るとしよう（これは，

実験などで 0 t T£ £ のデータのみを取得した場合，と考え

ればよいだろう）．このときの Fourier 変換を ( , )X f T と書

くと， 

0
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であり， 
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= -ò  (13.4.3) 

であるので， 
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と定義すると， 

-5

0

5

10

15

-6 -4 -2 0 2 4 6

x(
t)

Time

-5

0

5

10

15

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Original

N = 5

x(
t)

Time

-5

0

5

10

15

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Original

N = 10

x(
t)

Time

-5

0

5

10

15

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Original

N = 100

x(
t)

Time

t

( )x t

O
T



―13-3― 

( , )
( , )n

n n
X f T

c X f T f
T

D= =
   (13.4.5) 

となる．つまり， 

( , )
lim n

n
T

X f T
c

T¥
=


 (13.4.6) 

であり， ( )x t がある時間範囲 0 t T£ £ 以外で 0 であれば，

Fourier 変換は Fourier 係数と同等の意味を持つことがわか

る．そして，式(13.1.3)より， 

( )( ) ( , )exp 2n n
n

x t X f T j f t fp D
¥

=-¥

= å   (13.4.7) 

となって，T  ¥ とすると，式(13.4.8)を得る．この式は

逆 Fourier 変換（inverse Fourier transform）と呼ばれる．つ

まり，逆 Fourier 変換は Fourier 級数展開に対応している． 

( ) ( )exp( 2 )x t X f j ft dfp
¥

-¥
= ò  (13.4.8) 

さて， nc が振動数 nf の振動の振幅の 1/2 を表しているこ

とは 13.2 節で述べた．ということは，式(13.4.5)より，「 ( )X f
は時間の関数 ( )x t に含まれる，振動数 f の振動の振幅の割合

（密度）の半分を表している」と理解すればよいだろう． 

※ Fourier 変換は次式で定義されることも多い． 

( ) ( )exp( 2 )X f x t j ft dtp
¥

-¥
º -ò  (13.4.9) 

こちらの場合は式(13.1.5)の複素 Fourier 級数に対応して

いる．ただ，実世界では，時間が負の領域で考えることは

ないので，式(13.4.1)で定義することが多い． 

13.5. 離散 Fourier 変換 
 

Fourier 係数の定義式(13.1.4)や Fourier 変換の定義式

(13.4.1)は，関数 ( )x t が連続である（少なくとも，任意の時

刻 t で定義されている）ことを前提とした式である．この場

合，式(13.4.8)のように，Fourier 変換の値 ( )X f を用いて，

もとの関数 ( )x t を逆算することができる． 
しかし，実験で何かのセンサを用いてデータを取得する場

合，あるサンプリング間隔 tD でしかデータを取得すること

はできない．つまり，データは連続的ではなく離散的である．

この場合には，Fourier 変換はどうすればよいだろうか？ 
それには，離散 Fourier 変換（discrete Fourier tramsform，

DFT）がある．時系列実数データ kx をN 個測定した場合，

その離散 Fourier 変換は次式で定義される． 
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º - = -å   (13.5.1) 

この式からわかる通り， 0Y は実数であり，N が偶数であれ

ば， /2NY も実数である． 
そして，この nY を用いて，元々の時系列データ kx は次式

で求められることが証明されている．この式は逆離散

Fourier 変換（inverse discrete Fourier transform）と呼ばれ

る． 
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= å  (13.5.2) 

以上のように，Fourier級数展開，Fourier変換，離散Fourier
変換と，3 種類の展開法が出てきたが，結局のところ，これ

らの関係はどのようになっているのだろうか？次節ではこ

れについて整理したい． 
なお，離散 Fourier 変換によりN 個の nY が得られるが，

実は，これらは独立ではない．実際， 
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 (13.5.3) 

となるので， 

N n nY Y- =  (13.5.4) 

となる．つまり，N が奇数であれば，N 個のうち，独立な

のは ( 1)/ 2N + 個であり，偶数であれば / 2N 個である． 

※ 実は，式(13.5.1)の右辺の計算をまともにやると，ものす

ごく時間がかかってしまう．しかし，高速 Fourier 変換

（fast Fourier transform，FFT）のアルゴリズムが発見さ

れて以来，DFT を用いた解析技術は一気に発展した． 

※ なお，離散フーリエ変換を 

( )1

0

1 2
exp

N

n k
k

kn
Y x j

N N

p-

=

º -å  (13.5.5) 

と定義する場合もある．この場合には，離散逆フーリエ

変換は 

( )1

0

2
exp

N

k n
n

kn
x Y j

N

p-

=

= å  (13.5.6) 

となって，スッキリする．では，なぜ，式(13.5.5)ではな

く式(13.5.1)を用いたかというと，Matlab が式(13.5.1)を
用いてコードを組んでいるからというだけである． 

13.6. Fourier 係数と離散 Fourier 変換 
 
Fourier 級数や Fourier 変換，離散 Fourier 変換は，どこと

なく似ている感じがするであろう．そこで，複素 Fourier 係
数 nc と離散 Fourier 変換 nY との関係を考えてみよう． 
いま，ある関数 ( )x t のN 個の時系列データ kx を計測でき

たとする．ただし， 0,1,..., 1k N= - であり， 

( ) , ,k k k
T

x x t t k t t
N

D D= º º  (13.6.1) 

とする．このとき，式(13.5.1)より， 
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 (13.6.2) 

となるので，式(13.1.10)より， 

lim n
n

N

Y
c

N¥
=  (13.6.3) 

となることがわかる．式(13.4.6)と合わせると， 

( , )
lim limn n

n
T N

X f T Y
c

T N¥ ¥
= =


 (13.6.4) 

13.7. 離散 Fourier 変換による信号復元 
 

Fourier 係数や Fourier 変換の場合，それらの値から，も

との関数 ( )x t を逆算することができた．復元ができるのは，

そもそも，どちらの値も，必要な t の範囲の全ての ( )x t の値

を用いて計算していることから，十分な情報が得られている
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ためである．しかし，現実問題を考えると， もとの関数 ( )x t
がわかっていない状況で Fourier 係数や Fourier 変換の値を

求めることができるかといえば，答えは「No」だろう． 
これに対し，離散 Fourier 変換の場合，わずかN 個の時

系列データ kx が得られれば求めることができる．では，離

散 Fourier 変換の値から，もとの関数 ( )x t を逆算（復元）す

ることは可能であろうか？ 
別の言い方をすると，わずかN 個の時系列データ kx から，

もとの関数 ( )x t を復元することは可能であろうか？ 
復元する方法には，いわゆる補間近似や Exel などでもよ

く使う多項式近似などがあり，離散 Fourier 変換の値を利用

する方法にもいくつかあるが，ここではその 1 つについて学

ぶことにしよう．式(13.5.2)は， 
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 (13.7.1) 

と書くことができるが，この式の左辺は実数であるので，右

辺の虚数部分は 0 になるはずである．したがって， 

1
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2
Re( )cos
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ここで， 
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g t Y Y
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と定義すると， 
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と書け，式(13.5.4)を用いると， 
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したがって，N が偶数の場合には， 
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奇数の場合には， 
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と書ける．ここで， 

n
n n

f
N t TD

º =  (13.7.8) 

とおけば， 

( ) ( )( ) Re( )cos 2 Im( )sin 2n k n n k n n kg t Y f t Y f tp p= - (13.7.9) 

と書けるが，N が偶数の場合には，式(13.5.1)より， 
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1 1

/2
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N N
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となるので， /2NY は実数であり， 
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と書くことができる．そこで， 
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と定義すれば，1 / 2n N£ < のときには 

( )( ) cos 2n k n n k ng t Y f tp d= +  (13.7.13) 

となり， 
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 (13.7.14) 

となる．そこで，N が偶数の場合には， 
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奇数の場合には， 
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と定義すれば， 
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

   (13.7.17) 

となる．ただし，N が偶数の時は / 2N N= であり，奇数

のときは ( 1) / 2N N= - である．そこで，任意の時刻 t にお

いても，  

0
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( ) cos(2 )
N

n n n
n

x t Y Y f tp d
=

= + +å


   (13.7.18) 

と近似すればよいことがわかる．この式からわかる通り， nY
は振動数 nf の振動の振幅を表している． 
こうして， x の時系列値 kx から，元の関数 ( )x t を復元す

ることができた！ なお， /2( )N kg t を式(13.7.11)のように書
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き換えたのは，14.2 節で学ぶ「エネルギ」が，時系列データ

kx から得られた値と復元した ( )x t から得られた値とで一致

するようにするためである．書き換えずに ( )/2 cosNY kp のま

まにして， /2Nd を 0 とするやり方もあるが，ここでは，「エ

ネルギ」の同一性を考慮して，このような書き換えを行った．

（詳しくは 14.2 節で学ぶ）．この際，位相差 /2Nd は / 4p か

/ 4p- になるが，どちらにしてもよい（というよりは，ど

ちらにするか，決まらないので，勝手に決めるしかない）． 
まとめると， 
 

( )

0
1

( ) cos(2 )

( )
2,

2
4 2

1
0

2
1 1

2
2

2

N

n n n
n

n

n

n

n

n n

n

x t Y Y f t

n
f

N t
N

N
arc Y n

N
N

N
n

Y n
N

N
Y Y n

N
N

Y n
N

p d

D

d
p

=

= + +

=

ì ì æ öï ï ÷çï ï ¹ ÷çï ï ÷çè øï ïïï = = íï æ öïï ï ÷ï ç = ÷ïï ç ÷çïï è øïîïï ìï ïï ïí =ïï ïï ïï ï æ öï ïï ÷ï çº £ £ - ÷íï ç ÷çï ï è øï ïïï æ öï ÷ç = ÷ï ç ÷çï è øïî î

å


 





が偶数のとき

( )

( )

1
, ( )

2
1

0

2
1

n n

n

n

n

N

N
N arc Y

Y n
NY

Y n N
N

d

ïïïïïï

ì -ïï = =ïïïï ìïï ïí =ïï ïï º íï ïï ïï £ £ïï ïïî î






が奇数のとき

 (13.7.19) 

13.8. 離散 Fourier 変換の限界 
 
前節では，離散 Fourier 変換の値からもとの関数を逆算す

る方法を述べた．しかし，実は，この方法には落とし穴があ

る．どこに落とし穴があるかといえば，式(13.7.5)を利用し

て，式(13.7.4)を式(13.7.6)や(13.7.7)に書き直したところにあ

る．これらの式では，時刻 kt においては ( )n kg t と ( )N n kg t- の

値が等しいことを利用し，式(13.7.4)において， ( )N n kg t- を

( )n kg t に置き換え，1 n N£ £  の範囲の ( )n kg t で ( )kx t を表し

た．そして，最終的には，任意の時刻 t においても ( )x t を

1 n N£ £  の範囲の ( )ng t で表し，( 1) ( 1)N n N+ £ £ - の範

囲の ( )ng t は使わなかった．ここで，式(13.7.18)からわかる

通り，n の範囲はそのまま振動数 / ( )nf n N tD= の範囲を表

しているので，この置き換えは，高周波の振動を使わずに低

周波の振動で ( )x t を近似したことを意味している． 
ということは，逆に，( 1) ( 1)N n N+ £ £ - の範囲の高周

波の ( )ng t を使い，1 n N£ £  の範囲の低周波の ( )ng t は使わ

ずに ( )x t を近似することも可能ということである．あるいは，

低周波と高周波を適当に混ぜて ( )x t を近似することも可能

というわけである． 
これはどういうことか，具体例でみてみよう． 
例えば，振動数 8Hz，振幅 5A = で振動する信号データ 

( )( ) 5 sin 2 8x t tp= ⋅  (13.8.1) 

をサンプリングタイム 0.01sectD = で 200N = 個だけ取得

したとしよう．すると， kx の値は図 13.8.1 の白丸のように

なる．しかし，実は，これらの白丸の点は 

( )( ) 5 sin 2 92x t tp= - ⋅  (13.8.2) 

のグラフ上にもある．つまり，92Hz で位相が逆の振動であ

ったとしても，同じデータを取得してしまうのである．した

がって，データを取得した実験者には，取得したデータが

8Hz の振動のデータであるのか，92Hz の振動のデータであ

るのか，わからない（判断できない）のである． 

 
図 13.8.1 サンプリングタイムと振動データ 

逆もいえる．つまり，本当は 92Hzの振動を計測したのに，

8Hz の振動だと間違ってしまう可能性があるということい

うことである．ではどうすればよいのだろうか？ 
実際は，式(13.7.18)のように低周波側で復元するのが一般

的であり，高周波を計測したい場合には，サンプリング間隔

tD をより小さくする．つまり， Nf  が計測したい振動の振動

数 maxf 以上になるようにする． 
サンプリング間隔の逆数 1/Mf tDº はサンプリング周波

数と呼ばれるが，これを用いると，N が偶数の場合であれ

ば， 

max
1

2
N M

N
f f f

N tD
£ = =


 (13.8.3) 

したがって， 

max2Mf f³  (13.8.4) 

でなければならない．つまり，最低でも計測したい振動数の

2 倍以上の周波数で計測しなければならない．これはサンプ

リング定理と呼ばれる． 

13.9. まとめ 
 

Fourier 級数展開について復習し，Fourier 変換ならびに離

散 Fourier 変換の定義と特徴について学んだ．そして，離散

Fourier 変換の値から元の信号を復元する方法について学ん

だ．離散 Fourier 変換は振動系の実験評価に書かせない PSD
を求めるのに必要となるので，よく理解しておいてほしい．

また，Matlab を使えば，時系列データ kx を与えると簡単に

nY を求めることができるので，試しに Matlab で遊んでみ

るのもいいだろう． 

13.10. 宿題 
 
1) 以下の関数の Fourier 変換を求めなさい． 

0 ( 0)

( ) sin2 (0 )

0 ( )

o
o

o

t

t
x t t T

T
T t

p

ì <ïïïïï= £ £íïïïï <ïî

 (13.10.1) 

2) 3N = の場合について， 0Y ～ 2Y を 0x ～ 1x を用いた式で

表しなさい． 
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第14章 振動系の評価(2) 
 
 

第 13 章では Fourier 解析の基礎となる，Fourier 級数展開，Fourier 変換，離散 Fourier
変換について学んだ．それらを元に，今回の講義では強制振動系の評価によく用いられ

る PSD について学ぶ． 
 
【今回のポイント】 

1) 離散フーリエ変換の復習 

2) パワースペクトル密度 
 

 

14.1. 振動の評価 
 
強制振動をさせた場合，系の減衰が小さければ，共振は固

有振動数付近で起こることは既に学んだ．また，振動伝達率

（土台と対象物との振幅比）と加振振動数との関係のグラフ

を用いて，減衰比を求めることができることも学んだ．ここ

でいう振幅とは，変位の振幅だけではなく，例えば，加速度

計を土台と対象物の両方に付けておけば，加速度の振幅であ

ってもよい．とにかく，加振するものと加振されるものに関

する「何か」の比がわかればよい． 
ここで，土台の振動がある 1 つの振動数の振動であれば，

加振される側も同じ振動数で振動するので，両者の加速度振

幅の時系列データを取り，そこから振幅を求め，それらの比

をとればよい．そして，その比が一番大きくなる時の加振振

動数が共振振動数であり，その比の値が Q 値となる． 
一方，土台が複数の振動数の振動の和で振動している場合，

加振される側も複数の振動数の振動の和で振動するので，そ

の時系列データからは，どの振動数の振動の振幅が大きくて，

どの振動数の振動の振幅が小さいのかは，パっとみただけで

はわからない．したがって，そのデータからは共振振動数は

わからないし，Q 値もわからない． 
また，例えばロケットの振動による衛星の強制振動の場合，

ロケット，すなわち，土台の振動はランダム振動と呼ばれる

振動になることが知られている．ランダム振動とは，おおざ

っぱにいえば，様々な振動数の振動が混ざった振動であり，

それぞれの振動の振幅は，ある確率分布（密度分布）に従っ

ていて，位相はランダム，という振動である．この場合，衛

星側も様々な振動数の振動が混ざった振動となる． 
そこで，振動の時系列データ kx を使って，その振動には

どの振動数の振動がどれくらい（どれくらいの振幅で）含ま

れているのかを推定したくなる．そこで，離散 Fourier 変換

を用いて，もとの関数 ( )x t を復元してみよう，という考えが

生まれるのである．そこで，13.8 節では復元方法を学んだ． 
では，復元ができたとして，「どの振動数の振動どれくら

い混ざった振動なのか？」という問いにはどう答えればよい

だろうか？ 
当然，単純に，それぞれの振動の振幅 nY がその答えとな

るのであるが，信号処理の世界では，少し違う考え方もある．

それがパワースペクトル密度（PSD）である．そこで，次節

以降は，PSD の背景となる考え方を理解した上で，PSD に

ついて学んでいく． 

14.2. エネルギと Parseval の定理 
 
信号処理の世界では，ある有限時間 0 t T£ £ で定義され

た関数 ( )x t があったとき， ( )x t の二乗を時間で積分したもの

は「エネルギ」（energy）と呼ばれる（ここでの「エネルギ」

は，力学で出てくる「エネルギ」とは異なるので注意）． 

2

0
( )

T
E x t dtº ò  (14.2.1) 

例えば，式(13.7.19) 

0
1

( ) cos(2 )
N

n n n
n

x t Y Y f tp d
=

= + +å


   (13.7.19) 

において， /nf n T= であるので， 

0
1

2
( ) cos( )

N

n n
n

nt
x t Y Y

T

p
d

=

= + +å


   (14.2.2) 

 
とかけて，実際にこの関数のエネルギを計算してみると， 

2 2 2
0

0
1

1
( )

2

MT
n

m

E x t dt T Y Y
=

é ù
ê ú= = +ê úê úë û

åò    (14.2.3) 

となることがわかる． 
さて，この「エネルギ」の概念を応用して，離散データ kx

が得られた場合の「エネルギ」を考えてみよう． kx を，連

続関数 ( )x t の時刻 kt t= での値とする．ただし， 

( ) , ,k k k
T

x x t t k t t
N

D D= º º  (14.2.4) 

このとき，式(14.2.1)を近似するとすれば， 

1 1
2 2

0 0

N N

k k
k k

T
E x t x

N
D

- -

= =

= =å å  (14.2.5) 

となるであろう．ここで，実は，右辺の離散データの二乗の

和が離散Fourier変換と次の関係があることが証明されてい

る． 

1 1
2 2

0 0

1N N

k n
k n

x Y
N

- -

= =

=å å  (14.2.6) 

この関係は，離散系における Parseval の定理と呼ばれてい

る（当然，連続系における Parseval の定理というのもある

が，ここでは省略する）． 
そこで，式(14.2.5)に，Parseval の定理を用いると，「エ

ネルギ」は 

1
2

2
0

N

n
n

T
E Y

N

-

=

= å  (14.2.7) 

と書けることとなる．これに式(13.5.4) 

N n nY Y- =  (13.5.4) 

を適用すると，N が偶数の場合と奇数の場合でそれぞれ， 
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 (14.2.8) 

となる．そして，式(13.7.19)を用いれば， 
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この式は式(14.2.3)と一致する．つまり，時系列データから

得られるエネルギと，復元した関数 ( )x t のエネルギが一致す

るのである．これは， ( )x t に用いた振幅 nY を式(13.7.19)の
ように定義したからであり，他の定義（例えば，式(13.7.11)
を使って /2NY を /22 /NY N とするのではなく， /2 /NY N と

定義した場合など）を用いると，一致しない．これが，式

(13.7.11)のような /2( )N kg t の書き換えを行った理由である． 

14.3. パワ 
 

14.2 節では「エネルギ」は式(14.2.9)で書けることを示し

た．この「エネルギ」は時間T の間の振動の値の二乗
2

( )x t

の和であり，時間平均値は 

E
P

T
=  (14.3.1) 

となる．この値は「パワ」と呼ばれる．これも，力学におけ

る「パワ」（仕事率）とは異なるので注意してほしい． 

14.4. 離散系でのパワースペクトル密度 
 
一般に，何かを振動数の関数として表したものは○○スペ

クトルと呼ばれるが，式(14.2.9)のエネルギのうち，振動数 nf
に対応した成分 nE は 

2

2

( 0)

(1 / 2 or ( 1) / 2)
2
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n
n

TY n
E T

Y n N N

ìï =ïïï= íï £ £ -ïïïî




 (14.4.1) 

と考えることができる． 
さて，このエネルギースペクトルは，振動数 nf での値で

あるが，実際は，振動数 nf 付近の幅 fD でのエネルギスペク

トルの和であると考えることができる．したがって，その幅

の中でのエネルギスペクトルの平均値（密度）は /nE fD と

書くことができる． 
同様に，パワースペクトルについては，式(14.4.1)をサン

プリング時間T で割ればよい．そして，パワースペクトル

密度（power spectrum density，PSD） nS はパワースペク

トルを fD で割ればよいので， 

n
n

E
S

T fD
=  (14.4.2) 

とすればよい．ここで， 1/f TD = であったので，結局，

離散系の場合， n nS E= ，つまり， 

2

2

( 0)

(1 / 2 or ( 1) / 2)
2

n

n
n

TY n
S T

Y n N N

ìï =ïïï= íï £ £ -ïïïî




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と求めることができる． nY は振動数 nf の振動数成分の振幅

を表していたので，パワースペクトル密度は振幅の 2 乗にサ

ンプリング時間を掛けて 2 で割ったしたもの，と思っておけ

ばよいだろう（ただし， ( )x t に含まれる振動成分の振動数が

/2 1/ 2Nf tD= より小さいとした場合）． 
実際， nY を求めたら，それの絶対値を二乗して，サンプ

リング時間をかけてあげればよいのである．図 12.2.6 や図

12.2.8 はそうやって求めた PSD である． 
ただし，この場合，周波数分解能（振動数分解能）は

1/ 1/ ( )f T N tD D= = であり，これは場合によっては細か

すぎることもある．実際，実験データから PSD を求める際，

センサ自体の性能から，そこまで細かく振動数によって異な

る値にはならない場合もある．そのような場合には，データ

自体は fD の分解能で得られたとしても，ある fD（ただし，

f fD D> ）の間で平均化したり， fDの間の PSD の値の最

大値を fDの間の PSD の値としたりした方がデータを評価

しやすいだろう． 
なお，例えば，Matlab で PSD を求めるのであれば，以下

のようなプログラムになるだろう． 
 

% 時系列データ xt を入力する 
fa = fopen(‘xt.txt’,’r’); 
[xt, N] = fscanf(fa,’%lf’,inf); 
% サンプリング間隔を入力する 
dt = 0.05; 
 
df = 1/(N*dt); 
if mod(N,2) == 0 
 isw = 1; 
 freq = df*(1:(N/2)); 
else 
 isw = 0; 
 freq = df*(1:(N-1)/2); 
end 
 
y = fft(xt); 
if isw == 1 
 yt = abs([2*y(2:(N/2));... 

sqrt(2)*y(N/2 + 1)])/N; 
else 
 yt = 2*abs(y(2:((N-1)/2 + 1)))/N; 
end 
 
psdx = 0.5*(N*dt).*yt.^2; 
 
figure(1); 
loglog(freq,psdx); 
hold off; 

なお，結局のところ， 
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 (14.4.4) 

であるので，次のように求めればよいだろう． 
 

% 時系列データ xt を入力する 
fa = fopen(‘xt.txt’,’r’); 
[xt, N] = fscanf(fa,’%lf’,inf); 
% サンプリング間隔を入力する 
dt = 0.05; 
 
df = 1/(N*dt); 
if mod(N,2) == 0 
 Nh = N/2; 
else 
 Nh =(N-1)/2; 
end 
nn = 1:Nh; 
 
freq = df*nn; 
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y = fft(xt); 
y = abs(y(nn+1)); 
 
psdx = (2*dt/N).*y.^2; 
if mod(N,2) == 0 
 psdx(Nh) = 0.5*psdx(Nh); 
end 
 
figure(1); 
loglog(freq,psdx); 
hold off; 

 
なお，これらのサンプルプログラムでは，振動数は 1f から

として，振動数と PSD との関係を両対数グラフで描いてい

る．これは， 0 0f = は振動成分ではなく，いわゆる直流成

分であるので，特に無視しても構わないと考えたからである． 

14.5. まとめ 
 
振動計の評価指標として欠かせない PSD について学んだ．

PSD は離散 Fourier 変換さえできれば簡単に計算できるの

で，Matlab などを使ってやってみるといいだろう． 

14.6. 宿題 
 
時系列データを書き込んだファイル xt.txt を以下のサイ

トからダウンロードしなさい． 

http://forth.aero.cst.nihon-u.ac.jp/temp/xt.txt 

そして，サンプリング間隔を 0.001sec として，振動数と PSD
との関係のグラフ（両対数グラフ）を描きなさい． 
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第15章 振動系の評価(3) 
 
 

人工衛星や惑星探査機といった宇宙機をロケットで打ち上げる場合，ロケットの打ち上

げ振動に宇宙機が耐えられるかどうかを確認するために振動試験を必ず行う．そこで，

今回の講義では振動現象が関連する設計・開発の例として，超小型衛星の振動試験につ

いて学び，それを通して振動系の評価法の理解を深める． 
 
【今回のポイント】 

1) 振動試験の方法とデータ処理方法 

2) ランダム振動，モーダルサーベイ，サインバースト 

3) 振動モデルの合わせこみ 
 

 

15.1. 振動試験 
 
超小型衛星の振動試験は，図 15.1.1 のように，加振機に衛

星を載せて（図 15.1.1 では，衛星ではなく，衛星を搭載した

分離機構とロケットインターフェース部とを一体化したも

のを載せている），上下（あるいは左右）に強制加振する．

これは，第 7 章で学んだ，「土台の強制加振」に相当する．

この場合の「土台」はロケット側の取り付け台を意味する． 

 
図 15.1.1 振動試験 

当然のことではあるが，振動試験といっても，ただ振動さ

せればよいというわけではなく，試験条件がロケット側によ

り規定されている．例えば表 15.1.1 のような感じである．た

だ，この表を見ても，何を意味しているのかわからないかと

思うので，次節以降では，まずはこの試験条件例について解

説する．それを通じて振動について理解を深めてほしい． 

表 15.1.1 振動試験条件の例 

試験の種類 試験条件 

正弦波 機軸方向 5～100Hz，2.5G0-p，Up/Down
掃引 4oct/min 

 機軸直交方向 5 ～ 100Hz ， 2.0G0-p ，

Up/Down 掃引 4oct/min 

ランダム 20～200Hz：+3dB/oct，200～2000Hz：
0.032G2/Hz，1 分間 

15.1.1. 正弦波振動試験 

正弦波振動試験は，文字通り，土台を正弦波状に振動させ

る試験であるが，やり方がある．表 15.1.1 には，「機軸方向」

と「機軸直交方向」という表記があるが，これは，衛星をロ

ケットに搭載した状態を想定し，「機軸方向」とあれば，「搭

載した時に，ロケットの機軸と同じ向きになる方向に振動さ

せる場合」を意味する．また，2.5G0-p というのは，加速度

振幅（ゼロ点からピークまで）が 2.5G に相当する加振を行

うということである．具体的には，7.1 節において，土台の

位置の変化を 

sinoy y tw=  (7.1.3) 

として，加速度振幅 2
b oa y wº が 22.5G 2.5 9.806m/s= ´ にな

るようにする，ということである．表 15.1.1 にある通り，加

振振動数 / 2f w p= は 5～100Hz で変化させるので，加速度

振幅を一定にするということは，振動数を大きくしてゆくと，

それに応じて土台の振幅 oy を小さくしてゆくということで

ある．ただし，土台の振幅と衛星の振幅の比 x は結局のとこ

ろ，式(7.1.14)のまま，変わらない． 

2 2

2 2 2 2

1 4

(1 ) 4
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z h
x

h z h

+
º =
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 (7.1.14) 

したがって，共振振動数も式(7.1.16)の通りとなる． 
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1 1 8
r o of f fz

z
= » -

+ +
 (7.1.16) 

では，実際に振動試験はどのようにやるのかというと，表

15.1.1 の「5～100Hz」，「Up/Down 掃引 4oct/min」という

表現がポイントとなる．これは，振動数を 5Hz から徐々に

上げていって 100Hz までいったら，今度は振動数を下げて

いって，5Hz まで戻すという意味であり，その際，上げ下げ

の速度を 4oct/min にする，ということである． 
では，「4oct/min」がどういう意味かというと，「1 分間

に 4 オクターブずつ，振動数が増えていく」というものであ

る．１オクターブとは，ある振動数 f が与えられたとき，そ

の 2 倍という意味であり，「4oct/min」とは，今の振動数が

f であったとしたら，1 分後は 24=16 倍，すなわち，16f に

なっている，という意味である（3oct/min なら，23=8 倍）．

つまり，最初は 5Hz からスタートすると，1 分後は 80Hz，
さらに 1 分後は 1280Hz にする，といった具合である．つま

り，「oct/min」で掃引速度を決めると，ある時間間隔で常

に一定倍率で振動数が増えていく． 
では，なぜ「oct/min」という掃引速度で試験を実施する

のかというと，これにはもちろん，理由がある． 
まず，試験開始後 t 秒後の加振機の加振振動数を ( )f t とす

ると，この時点から時間dt だけ経つ間に加振機が振動する

回数はほぼ ( )f t dt である（振動数とは，1 秒間に振動する回

数であることを思い起こせば理解できるだろう）．そして，

この間に振動数は ( ) ( )df f t dt f t= + - だけ変化する． 
そこで，「振動数が 1Hz 増える間の振動の回数がn回な

ら，2Hz 増える間には 2n 回，3Hz 増える間には 3n 回」とい

うように，振動数の増加量と振動の回数の比が一定となるよ

うに掃引速度を決めることとし，その一定値をC として，

次式のようにおける．これは，別の言い方をすると，どの振

動数でも同じ回数だけ振動させるということである． 
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( )f t dt
C

df
=  (15.1.1) 

式(15.1.1)を解くと，次式を得る（Aは積分定数）． 

( ) exp( / )f t A t C=  (15.1.2) 

このとき，例えば，ある時刻 1t での振動数が 1f ，時間 tD だ

け経った別の時刻 2t のときの振動数が 2f であるとすると， 

[ ]2 2
2 1

1 1

exp( / )
exp ( )/ exp( / )

exp( / )

f A t C
t t C t C

f A t C
D= = - =

 (15.1.3) 

となる．つまり，時間間隔 tD を固定すると， tD の間に，

振動数は常に一定倍率 exp( / )t CD で増えてゆくのである．

これがまさに，掃引速度を「oct/min」で規定する所以であ

る．要するに，「どの振動数でも同じ回数だけ振動」させた

いので，「oct/min」で規定しているのである．そして，「1
分間にmオクターブ増える」とすると， 

2

1
2 , 60secmf

t
f

D= =  (15.1.4) 

となるので，式(15.1.3)より， 

2 exp(60 / )m C=  (15.1.5) 

つまり， 

60

log2
C

m
=  (15.1.6) 

となり，時刻 0t = での振動数が 0f だったとすると，時刻 t で

の振動数は式(15.1.2)より， 

( ) ( /60)
0 0

log2
exp 2

60
mtm

f f t f= =  (15.1.7) 

結局，この式に従って加振機の振動数を変化させればよい． 
さて，そうやって試験を実施した場合，単に，「壊れなか

った」ことを確認するだけではもったいない．そこで，何か

センサを取り付けてデータを取得したくなる．では何を取得

するかというと，衛星の各部の加速度の時系列データである． 
表 15.1.1 の例では加速度振幅を 2.5G と一定にして加振し

ているので，衛星の各部に加速度センサを取り付けておいて，

その時系列データから加速度振幅を求めれば，比をとること

で，簡単に応答倍率を求められる．そして，応答倍率が極大

になるときの振動数が共振振動数となり，その時の応答倍率

から Q 値も求めようと思えば求めることができる． 
ただし，加振振動数は時間変化していることや，試験デー

タにはノイズが含まれるのが常であることから，応答倍率を

求めるには少し工夫が要る．これについては，興味がある者

は是非自分で考えてみてほしい．実際，衛星の振動試験でも，

ここの部分のデータ処理を間違うと，おかしな結果となって，

困ったことになる．これについては 15.1.4 節で説明する． 

15.1.2. ランダム振動試験 

ランダム振動試験とは，文字通り，土台をランダムに振動

させる，すなわち，様々な振動数で振動させる試験である．

ただし，ランダムといっても，通常は PSD 分布をロケット

側が規定し，それにしたがって衛星側が試験を行う．それが，

表 15.1.1 に示したような規定なのである．そこで，まずはこ

の規定の意味について考えてみよう． 
「200～2000Hz：0.032G2/Hz」というのは，「200～2000Hz

の間は PSD が 0.032G2/Hz となるように加振する」という

意味であり，「20～200Hz：+3dB/oct」というのは，「振

動数が 20～200Hz に増加する範囲内では，振動数が 1 オク

ターブ分だけ増加するごとに，PSD が 3dB 増える」という

意味である．そして，PSD がそのように増加していった結

果，200HzでのPSDは 0.032G2/Hzになるわけである．まず．

そもそも，単位が G2/Hz であることから，この条件は，加

振機の台の加速度を規定するものであることがわかる． 
また，PSD の変化率がm dB/oct となるのは，「振動数が

2 倍になると，PSD がm dB だけ増える」という意味である

から，振動数を f ，PSD を ( )S f とすれば， 

10 log (2 ) 10 log ( )S f S f m= +  (15.1.8) 

となるということである．つまり， 

/10(2 )
10

( )
mS f

S f
=  (15.1.9) 

この式を満たす ( )S f は，次式の形をしているものしかない． 

( )S f Af a=  (15.1.10) 

実際，これを式(15.1.9)に代入すると， 

/102 10ma =  (15.1.11) 

となり， 

1010 log 2

m
a =  (15.1.12) 

を得る．したがって， 

1010 log 2( )

m

S f Af=  (15.1.13) 

よって，振動数が of のときに PSD が oS だったとすると， 

1010 log 2
( )

m

o
o

f
S f S

f

æ ö÷ç= ÷ç ÷çè ø
 (15.1.14) 

となることがわかる．なお，この場合には， 

10 10
10

10 10
10

log log
10 log 2

log log
10 log 2

o o

m
S f

m
S f

=

æ ö÷ç+ - ÷ç ÷çè ø

 (15.1.15) 

となるので，両対数グラフを描くと，f とS の関係は，傾き

が 10/ (10 log 2)m の直線となる．表 15.1.1 の例では，

200Hzof = ， 20.032G /HzoS = ， 3m = であるから， 

( ) 10

3

10 log 2
( ) 0.032

200

f
S f = ´  (15.1.16) 

ちなみに， 103 / 10 log 2 1» であるので，結局は， 

( ) 0.032
200

f
S f » ´  (15.1.17) 

以上より， f とS との関係は図 15.1.2 のようになる． 

 
図 15.1.2 ランダム振動条件の例 
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では，実際に図 15.1.2 のようなランダム振動になる振動と

はどのようなものであろうか？ 
これについては，既に第 13 章，第 14 章で学んでおり，以

下の手順で加速度の時系列データおよび，変位の時系列デー

タを求めることができる．すなわち，まず，加振機の周波数

分解能が与えられていれば，それを fD とする．そして，図

15.1.2 の例であれば，周波数の最大値 max 2000Hzf = まで振

動させるために必要なデータ数を求める．その際，

/2 / 2Nf N fD= ，あるいは ( 1)/2 ( 1) / 2Nf N fD- = - が maxf
以上でなければならないことから， 

maxfloor 1 , 2h h
f

N N N
fD

æ ö÷ç= + =÷ç ÷çè ø
 (15.1.18) 

とでもすればよいだろう．また，計測時間T は 

1
T

fD
=  (15.1.19) 

とすればよく，時系列データをつくる際の時間刻み幅は 

T
t

N
D =  (15.1.20) 

とすればよい．次に，各振動数 nf n fD= におけるパワース

ペクトル密度の値 ( )n nS S f= を図 15.1.2 から求め，式

(14.4.3)を用いることで， nY を求める．すなわち， 

2
(1 / 2)n

n
S

Y n N
T

= £ £  (15.1.21) 

ただし，式(15.1.18)からわかる通り，N を偶数としたので，

式(15.1.21)の添え字nの範囲は1 / 2n N£ £ となっている．

また， 0Y は 0 のはずなので，敢えて計算する必要はない（ 0Y

は直流成分を表しており，通常，振動を与える場合は 0 にす

べきである）．そして，加速度の時系列データは，式(13.7.19)
より， 

1

( ) cos(2 / 4)

cos(2 ) [G]

h h

h

N N

N

n n n
n

a t Y f t

Y f t

p p

p d
=

=

+ +å

 

  (15.1.22) 

で求める．ただし，複合（）の符合はランダムに決めれ

ばよく， nd も乱数で与えればよい．また，単位は G である．

変位データは，これを二回積分すればよいので， 

2

1

2
1

( ) cos(2 / 4)
(2 )

cos(2 )
(2 )

h

h

h

h

N
N

N
N

n
n n

n n

Y
x t f t

f

Y
f t g

f

p p
p

p d
p

-

=

é
ê= -êêë

ù
ú- + úúû

å




  (15.1.23) 

とすればよい．ここで， 29.806m/sg » は重力加速度である． 
実際にこうやって求めた例が図 15.1.3 と図 15.1.4 である． 
そして，図 15.1.3 の加速度データの PSD が図 15.1.2 のよ

うになるかを，14.4 節に示したプログラム例を利用して確認

したのが図 15.1.5 である．確かに，図 15.1.2 の通りになって

おり，図 15.1.3 の加速度データが妥当であることがわかる． 

 
図 15.1.3 ランダム加速度の例 

 
図 15.1.4 ランダム加速度を与える変位の例 

 
図 15.1.5 ランダム加速度の PSD 

そこで，具体的にランダム信号を作る手順を以下に示そう． 
 
 

15.1.3. サインバースト試験 

表 15.1.1 には示さなかったが，一般に，振動の他に，静的

加速度荷重に対して衛星が壊れないことを確認する必要が

ある．例えば，「機軸方向に-6G～+5G」，「機軸直交方向

に-5G～+5G」といったものである．しかし，静的加速度荷

重をかけることは意外に難しい．せいぜい，長いアーム付き

の回転装置のアームの先端に対象物を固定し，遠心加速度を

対象物に作用させるくらいしかないであろうし，この方法で

は，質量の大きいものは難しい（回転装置が大掛かりになる）． 
そこで，加振機を使って静的加速度荷重に近い状態を模擬

しようとするのがサインバースト（sine burst）試験である．

NASA の文献（”Sine-Burst Load Test”, PT-TE-1420）によ

れば，低い振動数で振幅を徐々に大きくしてゆき，加速度振

幅が静的加速度荷重の要求値を上回った状態で振幅を固定

して，せいぜい 10 回程度振動させ，振幅を減らしていって

終了すればよいようである．上記の文献に掲載されている加

速度プロファイルの例を図 15.1.6 に示す．また，図 15.1.7
に日大 SPROUT のサインバースト試験結果の一例を示す．

SPROUT の場合はかなり長い時間（といっても 4 秒程度），

振動加速度荷重をかけている． 

 
図 15.1.6 サインバースト試験の例（文献より） 
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図 15.1.7 サインバースト試験結果の例 

15.1.4. モーダルサーベイ 

振動試験のそもそもの目的は，衛星に振動が加わった際に

壊れないか，何か不具合が起こらないかを確かめることであ

る．そこでよく行うのが，試験の前後に共振振動数を調べて

比較するというものである．振動試験により何かが起こった

としたら，共振振動数が変化することが予想されるため，逆

に，変化しないことを確認するわけである．また，衛星の各

部に加速度計をつければ，後述する通り，固有振動モード形

状も推定することができる．このような試験はモーダルサー

ベイ（modal survey）と呼ばれる． 
モーダルサーベイでは，比較的低い加速度レベルで必要な

振動数領域で正弦波振動を加えることが一般的である．

SPROUT のモーダルサーベイは，0.5G で 20Hz～2000Hz，
掃引速度 4oct/min，サンプリングタイム 200msec での正弦波

掃引で実施した．つまり，正弦波振動試験とやり方は同じで，

加振加速度振幅と振動数の範囲が異なるだけである． 
では，モーダルサーベイの結果をどう処理・評価するかと

言えば，正弦波振動試験と同じで，横軸を加振振動数，縦軸

を，加速度センサを取り付けた箇所の加速度の振幅としたグ

ラフを描けばよい．ただし，正弦波振動試験と同様，モーダ

ルサーベイでもセンサ出力にはノイズが含まれるので，ノイ

ズを除去しないと，おかしな結果となってしまうだろう． 
ではどうすればよいかといえば，実際，いろいろな処理方

法があるかと思うが，例えば，次のような方法が考えられる

だろう．図 15.1.8 は SPROUT のモーダルサーベイ結果の一

例である（Up 側のみ表示）． 

 
図 15.1.8 モーダルサーベイ結果の例 

このグラフでは，縦軸は加速度センサを取り付けた場所の

加速度の値，横軸は時間であるが，式(15.1.7)を用いれば，

横軸を振動数 f に直すことができる．しかし，縦軸は加速度

の時間変化であって，加速度の振幅ではないので，このデー

タから加速度振幅を求める必要がある． 
ただし，本来，加速度振幅を求めようとしたら，加振振動

数をある振動数に固定し，最低でも 1 周期分，振動させてあ

げないと，振幅はわからないであろう．しかし，実際には時々

刻々，振動数は変化するので，工夫が必要である．そこで，

例えば，ある時刻 t の前後の時間 Dt の短い間（ Dt は少

なくとも，そのときの振動数 ( /60)
02

mtf f= に対応した周期，

すなわち，1/ f の半分よりは大きい必要がある）における

加速度の時系列データの絶対値の最大値を求めるという方

法が考えられる．しかし，この方法であると，センサにノイ

ズが含まれると，誤差がものすごく大きくなってしまう．例

えば，図 15.1.9 はある時刻の前後 1 周期分（つまり，

1/ fDt = ）での加速度の波形を示したものであるが，(a)
のように，正弦波に少しノイズが乗っている程度であれば，

この範囲における加速度の絶対値の最大値を振幅としても

差し支えないかもしれない．しかし，(b)のように激しくノ

イズが乗っている場合，絶対値の最大値を振幅としてしまっ

ては，誤差があまりにも大きくなる（そもそも，ここまでノ

イズが乗ること自体，問題なのではあるが・・・．この原因

としては，単純なセンサノイズの他にどんなことがあり得る

だろうか？）． 

 
 (a) 例 1 (b) 例 2 

図 15.1.9 モーダルサーベイにおける短時間の振動の例 

そこで，例えば，この範囲（2 周期分）のデータを FFT
にかけて，振動数が f である成分の値を加速度振幅とするこ

とが考えられる．実際，2 周期分のデータであれば，データ

配列を gdata，データ数を imax として， 
 

xdft = fft(gdata(1:imax)); 
G = 2*abs(xdft(3)/imax); 

 
とすれば，加速度振幅 G が求まる． 
なお，モーダルサーベイは正弦波掃引ではなく，低加速度

レベルのランダム振動でも可能である． 

15.2. 試験結果の評価 
 
振動試験は衛星が打ち上げ振動に耐えるかどうかを調べ

るための試験であるから，試験後に検査を行い，どこにも破
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損個所や塑性変形が起こった箇所がなく，また，動作試験を

行って電気的にも問題がないことがわかれば目的は完了で

ある．しかし，それだけではもったいない．振動工学を学ん

だ者であれば，振動試験結果からいろいろなことを導き出す

ことができるであろう．実際，そのような検討を行うために

振動試験を行うことも多い． 
そこで，この節では実際に振動試験結果を考察してみる．

図 15.2.1 は SPROUT の振動試験の際に，ロケットの機軸方

向に振動させるモーダルサーベイを行ったときの，ある箇所

での機軸方向の振動加速度の振幅のデータの例である．この

グラフは，加速度センサの時系列データをデータ処理するこ

とで求めている．明らかに共振点とみられるものは，A，B，
D，F，そして，H と I のあたりであり，その他にも，C や E，
G あたりも共振点である可能性がある．ただし，実は，この

手の計測はノイズとの戦いであり，加速度の時系列データに

はかなりのノイズが含まれているため，加速度振幅を正確に

出すことはそれほど容易なことではない．したがって，G は

単なるノイズによるものかもしれないし，H や I あたりで広

い振動数幅で振幅が大きくなっているのもノイズによるも

のかもしれない．また，サンプリングタイムが 200msec であ

るので，振動数が高くなると，加速度振幅の算出の精度が悪

くなる．2000Hz あたりではほとんど加速度振幅が 0 になっ

ているのは，これによる影響である．また，この誤差が H
や I あたりの値に影響を及ぼしているかもしれない． 

 
(a) 対数表示 

 
(b) 共振点 D 付近 

図 15.2.1 モーダルサーベイの例 

これに対し，図 15.2.2(a)は表 15.1.1 の機軸方向のランダ

ム振動試験を SPROUT で行った際の，同じ箇所での機軸方

向の振動加速度を計測し，そこから PSD を求めたものであ

る．最低次のピークは 940Hz あたり（点 d）にありそうだが，

図の点 a や点 b のあたりも，共振らしきものが起こっている

ように見える．この他，f，g，h，i もピークのようである． 
本来，モーダルサーベイでもランダム振動試験でも，共振

点は変わらないはずであるので，これら二つのグラフでのピ

ークは一致してくれることが期待される．その意味では，A
と a，B と b，D と d，F と f，H と h，I と i は共振点とみて

よいかもしれない． 
図 15.2.3 はモーダルサーベイの結果とランダム振動試験

結果とを比較したものであるが，こうしてみると，共振点を

確実に見つけるにはモーダルサーベイで，十分小さいサンプ

リングタイムとするのが妥当であろうことがよくわかる． 
これらのグラフから，どんなことを考察できるであろう

か？また，そんな値を求めることができるであろうか？ こ

れについては講義の際に議論したいと思う． 

 
(a) 試験範囲全体 

 
(b) 共振点 d 付近 

図 15.2.2 ランダム振動試験結果の例 

 
図 15.2.3 モーダルサーベイとランダム振動試験結果の比較 

15.3. モデルの合わせこみ 
 
さて，15.2 節では，振動試験における加速度データと加振

振動数との関係をみることで試験結果を考察した．これは，

振動試験の目的が，共振により破壊等の問題を生じないかを

確認することであったためであり，どの振動数で何が起こる

かを知りたいというモチベーションがあったからである． 
しかし，第 12 章で示した通り，固有振動数や固有振動モ

ードは理論計算により求めることができる．つまり，設計が

できてしまえば，衛星を作る前に，数学モデルを用いて固有

振動数や固有振動モードを計算できるわけである．そこで，

「設計通りに衛星を作ることができたか」を確認するために

振動試験を行おうというモチベーションも生まれることに

なる．そこで，この節では数学モデルと実機との差，ならび

に，その差を小さくする，「合わせこみ」という作業につい

て簡単に紹介する． 

15.3.1. 固有振動モードの計測 

振動試験では加速度の時系列データを離散フーリエ変換

することで，共振振動数を同定できる．しかし，数学モデル

を使えば固有振動モードも計算できるので，試験でも固有振

動モードを測定したくなるのが人情というものである．では，

どうすれば固有振動モードを測定できるのであろうか？ 
答えは単純で，「衛星の各部に加速度計を取り付ける」で

ある．一般に，加振角速度をw ，変位をu とすれば，加速度

は 2uw- になるので，逆に言えば，加速度を 2w- で割れば，

変位が求まるのである．そして，固有振動モードとは，変形

形状を表しているのであるから，各部の変位ベクトルが出れ

ば，固有振動モードが求まるわけである． 
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加速度計のいいところは，小型のものが販売されているこ

と，接着剤でどこにでも簡単に取り付けることができること

が挙げられる． 
では，実際の計測はどのようなものか紹介しよう．図

15.3.1 以降は，JAXA の下記の研究開発資料から抜粋してき

たものである． 

内田，清水，神谷，小松，安田，宇都宮，山脇，水谷，「擾

乱試験用衛星構体テストベッド」，JAXA-RM-11-003，2011
年 7 月，宇宙航空研究開発機構． 

 
図 15.3.1 衛星構体テストベッド（文献より） 

この文献では，図 15.3.1 のような衛星構体を模擬したテス

トベッドを製作し，固有振動数や固有振動モードを測定して

いる．実際に固有振動モードを測定した例が図 15.3.2 である．

この図から，テストベッドのどこに加速度計を取り付けたか

もわかるだろう． 

 
図 15.3.2 固有振動モードの例（文献より） 

15.3.2. 数学モデルと実機との差の原因 

数学モデルと実機との差の原因を特定するのは大変難し

い．そもそも，「多分，これが原因だろう」と予測すること

すら難しく，かなりの経験と知識が必要とされるであろう．

そこで，実際には，原因となり得るものをリストアップし，

一つ一つの項目をチェックして，その項目が原因かどうかを

判断するという地道な作業が必要となる．その意味で，どこ

まで「差」の原因を追究するのかは状況や目的によるだろう． 
それはさておき，「差」の原因としてよく出てくるものは

以下の 4 つである． 
 
① 材料定数の違い：数学モデルに用いたヤング率等と，実

機に用いた材料のヤング率等が異なれば，当然，差が出

る．実物の材料定数はカタログ値とは少し異なる場合も

ある． 
② モデル化誤差：また，例えば，ハニカムパネルはアルミ

や CFRP の薄板が上下面にあって，それらがアルミハニ

カムを挟み込む，サンドイッチ構造になっているが，こ

れを一枚の「板」として数学モデルをつくるのか，2 枚

の板とハニカムを全てキッチリと薄板でモデル化する

のかで，当然，結果は異なる．しかし，後者は手間がか

かるので，前者，すなわち，一枚の板としてモデル化し

たいが，その場合，板としての材料定数をどうするかが

問題となる．もちろん，どのような値にすればいいかに

ついては理論があるので，それにしたがって値を決める

ことになるが，その理論通りにならない場合もある． 
③ 固定方法（境界条件）の違い：実は，これが最も重要で，

効く場合が多い．材料力学では，「固定」か「単純支持」

かの 2 つの境界条件しか学んでいないが，実際には数点

をネジ留めするだけという場合が多く，しかも，どれく

らい強くネジ留めするか（ネジ留めのトルクをどれくら

いにするか）によって，力の伝わり方が異なり，したが

って，固有振動数や固有振動モードも異なることになる． 
④ 減衰の影響：減衰があれば，当然，共振振動数は固有振

動数からずれてゆく．ちょっと接着剤を塗っただけで共

振振動数が変わる場合があり，振動試験による共振振動

数が数学モデルによる固有振動数と異なる場合，原因が

①～③のどれかなのか，それとも，④なのか，上手に切

り分けるのが腕の見せ所となる． 
 
この他，ネジ留め等の固定はされていないが接触する部分が

あると，そこでの衝突（動的接触）や摩擦の影響で固有振動

数が変わる場合もある． 
しかし，数学モデルをものすごく詳細なものにすると，計

算時間がかかり過ぎて設計・開発が進まないことになるため，

適切なレベルのモデルをつくり，試験を通じてパラメータを

同定することで，数学モデルによる結果と試験結果との合わ

せこみをするのが現実的である． 
とはいっても，やみくもに合わせこみをしようとしても難

しく，ある程度の数学的知識が必要である．そこで，合わせ

こみに必要となる知識を少しだけ紹介しよう． 

15.3.3. 感度 

「感度がいい」とか「わるい」とかいった表現は，日常会

話でも出てくるが，ここでいう感度とは，「個々の設計パラ

メータをそれぞれ個別にわずかだけ変化させたとき，それに

よって，固有振動数や固有振動モードがどれくらい変わるか」

を計算したものである．例えば，あるボルト締めのトルクを

TD だけ変化させたとき，ある次数の固有振動数が fD だけ

変化したとしたら，その締め付けトルクの固有振動数に対す

る感度は /f TD D ということになる． 
感度が高いということは，その設計パラメータの値がほん

のちょっと変わっただけで，固有振動数なりなんなりが大き

く変化することを意味しており，そのパラメータの値をより

正確に与えないと，数学モデルと試験データとは合わないこ

とを意味している． 
そこで，実際に合わせこみをするときは，最初に数学モデ

ルによって各設計パラメータの感度を求めておき，どの設計

パラメータを修正してゆくことで試験データとの合わせこ

みを行うか計画を立てることになるだろう．場合によっては，

試験においても，例えば締め付けトルクを変えて振動試験を

行ってみて，固有振動数（共振振動数）がどれくらい変化す

るかを測定することもあり得る（手間がかかるので，あまり

やりたくないところではあるが）． 

15.3.4. 最小二乗法 

設計パラメータがM 個あった場合，それらを mp と書くと

すると（ただし， 1,2,m M=  ），これらの値を調整する

ことで，あるベクトル r をある定ベクトル or にできるだけ

近づけたいということがよくある．この場合，よく行われる

のは，まずは適当に mp を与え，その時の r を計算し，さら

に，次式でr に対する mp の感度ベクトル ms を計算する． 

( ) ( )m m m
m

m

p p p

p

d
d

+ -
º
r r

s  (15.3.1) 

つまり， mp の値を mpd だけ変化させたときのr の変化量を
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求めて， mpd で割るわけである．これを 1m = からm M= ま

での全てのmに対してそれぞれ行う． 
その上で，次式で定義される評価関数J を最小化すること

を考える． 

2( )oJ º -r r  (15.3.2) 

ここで，いきなり，J を最小にする mp の値を求めようとす

るのではなく，上記の適当な値から mpD だけ変化させたと

きにJ が最小になると考え， mpD を求めることを考える（こ

こが第一のポイント）．その際， mp を m mp pD+ に変化さ

せると， r は次式で定義されるような値 *r に変化すると考

えるのである（これが第二のポイント）．これは，いわゆる

Taylor 展開の一次の項まで考えた近似式である． 

*

1

M

n n
n

pD
=

= + år r s  (15.3.3) 

そして，その結果，J の値は * * 2( )oJ = -r r に変化するが，

この *J が最小になるよう， mpD を決定しよう，と考えるの

である．つまり， 

2

* * 2

1

( )
M

o o n n
n

J pD
=

é ù
ê ú= - = - +ê úë û

år r r r s  (15.3.4) 

が最小になる mpD を求める．ここで，最小化の条件は，任

意のmに対して 

0
m

J

pD
¶

=
¶

 (15.3.5) 

となることであるから，任意のmに対して 

1

2 0
M

o n n m
n

pD
=

é ù
ê ú- + ⋅ =ê ú
ë û

år r s s  (15.3.6) 

が最小化の条件となる．ここで， 

1

2

, ( )mn m n m o m

M

K f

p

p

p

D
D

D

D

ì º ⋅ º - ⋅ïïïï é ùï ê úïïï ê úí ê úï ºï ê úï ê úïï ê úïï ê úïî ë û

s s r r s

p


 (15.3.7) 

と定義し，m行n列成分の値が mnK となる行列をK ，m行

成分の値が mf となるベクトルを f とすれば，式(15.3.6)より， 

D+ =f K p 0  (15.3.8) 

を得る．したがって， 

1D -= -p K f  (15.3.9) 

となる．これにより mpD が求まるので，J が最小にするに

は，設計パラメータの値を，最初に適当に与えた値 mp にこ

の mpD を加えた値にすればよいということになる． 
ただし，式(15.3.3)は近似式なので，実際には最小値にな

らない場合が多い．そこで，そのような場合には，上記の計

算を繰り返し，少しずつ mp の値を変化させてゆくことで，

最終的にJ を最小化する mp を求める． 
式(15.3.2)のように，ある二乗和を最小化するようにパラ

メータの値を決定するのが最小二乗法である． 

15.3.5. 相関を用いたモードの対応関係の同定 

さて，ここでは「合わせこみ」を考えているのであるが，

何を指標として，「合わせこみがうまくいった」，「うまく

いっていない」という判断をすればよいだろうか？ 
1 つには，固有振動数の誤差を計算することが挙げられる．

というか，これは必須である．つまり，例えば，1 次～10
次の固有振動数の誤差が，全て 3%以内に収まったら，「合

わせこみができた」と判断する，といった具合である． 
しかし，これには一つ問題がある．実は，実際に振動試験

をしてみると，数学モデルでは 6 次モードだった固有振動モ

ードと，試験では 5 次モードだったものがよく似ていて，6
次モード同士は似ていない，ということが多々あるのである．

これは，数学モデルの誤差によるものである．このような場

合，数学モデルで計算した 6 次の固有振動数と振動試験で求

めた 6 次の共振振動数（固有振動数とほぼ等しい）とが近い

値になるように数学モデルにおける設計パラメータの値を

調整しても意味がない． 
そこで，まずは，「数学モデルの何次モードが，振動試験

での何次モードに対応しているか」を調べなければならない．

そのために，「Modal Assurance Criterion」（MAC，モー

ド信頼性基準）がよく用いられる．MAC は，一般に，ある

ベクトルyと ŷとがどれくらい似ているかを見るものであ

り，次式で定義されるのが一般的である． 

2ˆ( )
MAC

ˆ ˆ( )( )

T

T T
º

y y

y y yy
 (15.3.10) 

MAC が 1 に近ければ近いほど，yと ŷはよく一致している

と判断できる．そこで，これを各次数のモードベクトル if に

当てはめるのが，固有振動モードの対応関係を決定する一般

的な方法である． 
つまり，数学モデルにより求めたある次数 i の固有ベクト

ルから，加速度計を付けた箇所と同じ個所の固有ベクトル成

分を抜き出して並べたものを ( )i
ky とし（ただし， 1,2,k N=  ．

N はデータの個数），振動試験により得られた加速度振幅

データ（各箇所の加速度ベクトルを並べたもの）を ( )i
ka とし

て，次式で MAC を定義する．この式では，数学モデルの方

は固有振動モード，すなわち，変位振幅であるのに対し，試

験の方は加速度振幅データ ( )i
ka になっているが，既に述べた

通り，加速度振幅は変位振幅に比例することと，分母と分子

の両方に ( )i
ka があって約分されることを考えると，これで問

題ない． 
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1 1
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 (15.3.11) 

そして， ijr を i 行 j 列成分とする MAC 行列を求め，その行

列の対角成分，すなわち，i 行 i 列成分が大きい（1 に近い）

ほど，両者は対応していると考えるのである．そこで，相関

関数の行列をつくって，対角項の値が一番大きくなるよう，

順番を入れ替えることで，数学モデルによるモードと振動試

験によるモードとの対応関係を定めればよい． 

15.3.6. 合わせこみ 

MAC を使ってモードの対応がついたら，数学モデルの固

有振動数ベクトルr（固有振動数を並べたベクトル）を振動

試験結果の固有振動数ベクトル or （共振振動数を並べるか，

減衰を考慮して固有振動数に修正したベクトル）に近づける

よう，最小二乗法で設計パラメータを決定する．可能であれ

ば，それと同時に相関係数行列の対角成分を並べたベクトル

を，全ての成分が 1 のベクトルに近づけるようにもする．た

だし，おそらく，低次のモードだけであれば，固有振動数と
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相関係数行列の対角成分の両方を合わせこむことができる

であろうが，高次まで合わせこもうとすると，固有振動数だ

けで精いっぱいだろう． 
MAC による評価は衛星の設計から宇宙ステーションの

JEM に至るまで，およそ宇宙機の全てにおいて行われてい

ると言っていいほど，よく使われているので，宇宙機の設計

に将来携わりたい者は知っていて損はないであろう． 

15.4. まとめ 
 
今回の講義では，実際に衛星の設計・開発で用いられてい

る試験や評価手法について解説した．学部 3 年生にはかなり

難しい内容ではあるが，実際の現場で行われていることを知

ってほしいと思い，ここに記した．難しいとはいえ，理解で

きないレベルではないと思うので，是非，概要は理解してほ

しいと思っている． 

15.5. 宿題 
 
なし．ただし，以下の問いには答えられる状態になってお

いたほうがよいだろう． 
 

1) 図 15.2.1 のグラフの作成手順について説明しなさい． 
2) 図 15.2.1(b)のモーダルサーベイのグラフから，点 E での

Q 値，ならびに，このモードでの減衰比を求めなさい． 
3) 図15.2.2(b)のランダム振動のグラフから，点 cでのQ値，

ならびに，このモードでの減衰比を求めなさい（PSD は

振幅の二乗に比例していることに注意）． 
4) 図 15.3.2 の図の作成手順について説明しなさい． 

余裕があれば，次のことにも挑戦してみなさい． 

5) 図 15.1.2 を実現する加速度の時系列データを作成しな

さい（周波数分解能などの条件設定によるが，だいたい，

図 15.1.3 のような感じになるはず）． 
6) 0.5G，2oct/min の正弦波加速度荷重によるモーダルサー

ベイを行う場合の，加振機の振動変位を時間の関数とし

て示しなさい． 
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