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,a a< >  正定値二次形式（1.9.4 節）． 

[ ]cay b  回転マトリクス．その場合の回転は， bは Modified Rodriguez parameter MRP#1 とみなし
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  物体を埋め込み直交座標系で記述する際の座標空間 

A  二次元テンソル，または，Almansi 歪テンソル．定義式は(2.3.14)． 

  変形後の物体の物理領域 

o  変形前の物体の物理領域 

1b  
修正 Rodriguez parameter MRP#1．定義式は(1.7.90)． 

2b  
修正 Rodriguez parameter MRP#2．定義式は(1.7.94)． 

3b  
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4b  
修正 Rodriguez parameter MRP#4．定義式は(1.7.103)． 

ijklC  第二 Piola-Kirchhoff 応力成分弾性テンソル成分 ijS と Green-Lagrange 歪成分 klE を関係付け

る弾性テンソル成分．定義式は(2.4.1)． 

C  第二 Piola-Kirchhoff 応力テンソルS と Green-Lagrange 歪テンソルE を関係づける弾性テン

ソル．定義式は(2.4.6)． 

TC  Cauchy応力テンソルT と Almansi歪テンソルAを関係づける弾性テンソル．定義式は(2.4.4)

dS 変形前の微小面積要素の面積 

ds 変形後の微小面積要素の面積 

ids  微小平行六面体の側面の面積（1.9.6 節）． 

*
ids  微小平行六面体の側面の面積に関連した面積（式(1.9.55)）． 

dv  
（変形後の）微小平行六面体の体積（1.9.6 節）． 

dV  
（変形前の）微小平行六面体の体積（1.9.6 節）． 

dv  
微小三角錐の体積（1.9.7）． 

e  
1) 単位ベクトル 
2) 単位陪法線ベクトル 

E  Young 率 

E  Green-Lagrange 歪テンソル．定義式は(2.3.36)． 

1 2 3( , , )e e e  
物体の姿勢を表す正規直交基底ベクトル 
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ijE  Green-Lagrange 歪テンソルや Almansi 歪テンソルにおける歪成分 

f 開近傍U からV への同相写像（1.8.1 節）． 

F 変形勾配テンソル（2.1.3 節） 

m
qf  節点mの回転自由度に関する内力（モーメント）ベクトル 

m
xf  節点mの並進自由度に関する内力ベクトル 

QF  
微分可能多様体M から埋め込み座標系Q への写像． 

G Euler parameter に付随したマトリクス．定義式は(1.7.112)． 

G 計量テンソル（1.9.4 節）． 

iG  変形前の共変基底ベクトル．定義された座標系の座標成分を
ix とすれば， / i

i xG X=¶ ¶ ． 

iG 変形前の反変基底ベクトル．
i i

j jd⋅ =G G ． 

ig  変形後の共変基底ベクトル．定義された座標系の座標成分を
ix とすれば， / i

i xg x=¶ ¶ ． 

ig  
変形後の反変基底ベクトル．

i i
j jd⋅ =g g ． 

ag  
物体の任意の点における変形後の共変基底ベクトル． 

oG A  2 節点二次元 Timoshenko 梁要素における等価せん断剛性．定義式は(3.5.56)． 

H Euler parameter に付随したマトリクス．定義式は(1.7.114)． 

I 3x3 の単位マトリクス． 

CI ， CII  歪の第一および第二不変量．定義式は(3.5.85)． 

1 2 3( , , )i i i  絶対座標系の基底ベクトル． 1 2 3[ ]Ti i i id d d=i ． 

j  Rodriguez parameter．定義は式(1.7.77) 

K  
1) ある物体座標系（正規直交座標系．R とする）の，ある曲線座標（ xとする）に沿った，

絶対座標系でみた曲率ベクトル． ˆ/ x¶ ¶ = ⋅R R k ． 
2) 剛性マトリクス 

k  
曲率 

k  
ある物体座標系（正規直交座標系．R とする）の，ある曲線座標（ xとする）に沿った，物

体座標系でみた曲率ベクトル． ˆ/ x¶ ¶ = ⋅R K R ． 

il  i 番目のストレッチ（1.9.5 節）． 

M  
微分可能多様体． 

  物体を表現する埋め込み直交座標空間 のうち，物体内で変形する領域  に対応した部分空

間 

n  Poisson 比 

n  
1) 単位法線ベクトル． 
2) 正規直交マトリクスの軸性ベクトルの単位方向ベクトル（式(1.7.18) 
3) 変形後の微小面積要素の単位法線ベクトルn  

  物体を表現する埋め込み直交座標空間 のうち，物体内で変形しない領域  に対応した部分

空間 

N 変形前の微小面積要素の単位法線ベクトル 

mN  節点mに対する補間関数． 

P  歪エネルギ．定義式は(2.5.11)． 

Q  
変形後の基底マトリクス． 1 2 3

é ù= ê úë û
g g gQ ． 

Q  埋め込み座標系． 

q  
回転角． 

q  Euler parameter．定義式は(1.7.107)． 

dQ  物体座標系（正規直交座標系．R とする）の変分に関連したベクトル． dd = ⋅R RQ ． 

dq  物体座標系（正規直交座標系．R とする）の変分に関連したベクトル． dd = ⋅R R q ． 

oQ  
変形前の基底マトリクス． 1 2 3o

é ù= ê úë û
G G GQ ． 

r  1) 曲率半径． 
2) （変形後の）密度． 

or  変形前の密度 

R  
物体の姿勢を表す正規直交基底マトリクス． 1 2 3[ ]=R e e e ． 

r  
物体座標系の原点から測った，絶対座標系でみた位置ベクトル． 

3R  三次元物理空間． 
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FR  
変形勾配テンソルF を極分解した の回転テンソル 

IR  絶対座標系（正規直交系である） 

n  
n 次元数ベクトル空間 

¶  物体の境界面（表面） 

s¶  物体の境界面（表面）のうち，力学的境界条件が設定された部分 

u¶  物体の境界面（表面）のうち，幾何学的境界条件が設定された部分 

s  
弧長 

  物体内で変形する部分 

S  
局所座標系の基底マトリクス．d d= ⋅x S x． 

S  
第二 Piola-Kirchhoff 応力テンソル．式(2.2.41)で定義される． 

ijS  
第二 Piola-Kirchhoff 応力テンソル成分．式(2.2.42)で定義される． 

t  
ねじり率． 

  物体内で変形しない部分 

T  
Cauchy 応力テンソル．式(2.2.9)で定義される． 

t  
接線ベクトル． 

it  
物体の埋め込み座標系

1 2 3( , , )x x x における微小三角錐において， 2 3i id dx x- 面に作用する

Cauchy 応力ベクトル（ただし， 2 3( , , ) (1,2,3),i i i = (2, 3,1), (3,1,2)）． 

*
it  式(2.2.2)で定義される応力ベクトル． 

ijT  
応力テンソル成分．Cauchy 応力ベクトル it を用いて式(2.2.8)で定義される． 

nt  
物体の変形後のある面に作用する Cauchy 応力ベクトル． 

PT M  多様体M 上の点 P の接空間（1.8.2 節）． 

TM 多様体M の接バンドル（1.8.2 節）． 

U  
変形勾配テンソルF を極分解した際の右ストレッチテンソル． F= ⋅F R U ． 

u 変位ベクトル． 

V  
変形勾配テンソルF を極分解した際の左ストレッチテンソル． F= ⋅F V R ． 

W  
物体座標系（正規直交座標系．R とする）の絶対座標系でみた角速度ベクトル． ˆ= ⋅R RW ．

w  
物体座標系（正規直交座標系．R とする）の物体座標系でみた角速度ベクトル． ˆ= ⋅R R w ．

X  変形前（運動前）の位置ベクトル． 

x  変形後（運動中）の位置ベクトル． 

1 2 3( , , )x x x  物体に埋め込まれた局所座標 

x  局所座標系でみた位置ベクトル． 1 2 3[ ]Tx x x=x ． 

 



 

はじめに 
 
本書は，工業力学および材料力学，弾性力学，解析力学の基礎を学んだ者に対し，ゴッサマー・マルチボディ・ダイナミ

クス（Gossamer Multi-body Dynamics）の理論および数値計算の方法を解説することを目的に作成したものである． 
 
Gossamer Multi-body Dynamics（GMD）とは，膜面やケーブルといった極めて軽量な部材から成る柔軟構造物と剛体とが

合わさった柔軟多体の動力学を指す．従来の柔軟多体動力学（Flecible Multi-body Dynamics，FMD）とは，理論上の本質的

な違いはないが，数値計算の安定性に大きな違いがある．GMD は，運動中に柔軟構造物が容易に座屈の生成・消滅を繰り返

すものを対象としており，座屈の表現や座屈の生成・消滅に伴う高周波の発生に起因する数値不安定性を如何にして回避す

るかに重点を置いている．従来の FMD においても，微分代数方程式が堅い微分方程式になることにより，数値不安定性が

問題になっていたが，GMD の場合にはその比ではない不安定性を伴うため，従来の FMD の感覚で GMD を解こうとする

と，苦労することになる． 
そこで，本書では，これら GMD の背景となる FMD の理論や大変形解析の理論をまとめ，さらに，GMD のポイントとな

る，動的座屈の生成と消滅の繰り返しをどう捉えるか（モデル化するか）について解説する．本書を読めば，GMD の解析コ

ードを自分でつくることも可能となるし，ABAQUS®
など汎用の解析コードを使う際にも，モデル化のやり方や得られた解

の解釈の仕方も上達するであろう．さらに，これまで筆者が関係してきた，実機プロジェクトにおける GMD の解析につい

ても紹介する．そこを読んでもらえれば，本書の内容がどのように現場で活用されているかわかるであろう． 
大切なことは，何等かの問題が与えられたときに，それをモデル化して力学の解析理論を定式化し，実際にプログラムを

組んで計算し，結果を考察してみることである．それができて始めて，力学を理解できたと言える． 
後に，本書の各章の流れについて簡単に説明すると，以下の通りとなる． 
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第1章 物体の表現 
 
 

この章では，次章以降に述べる理論の基本となる，物体の記述法（数式表現）につい

て述べる．特に，連続体を記述するために必要となる座標系や基底という概念，基底マ

トリクスの記述方法といった，連続体力学の基本となる数学について確認する． 
 
 

1.1. 物体の種類 
 
物体の運動を解析する際に用いるモデルとして，次の 3 つ

が挙げられる．  
質点（point mass）：物体の大きさを無視できる（無視す

る）モデル．別の言い方をすると，物体の回転の

影響を無視できる（無視する）モデル．  
剛体（rigid body）：物体の大きさを考慮し，かつ，物体

内の変形を無視するモデル．「変形を無視する」

とは，「物体内における任意の 2 点間の距離が運

動中，変化しないと仮定する」と表現できる． 
連続体（continuum）：物体の大きさを考慮し，かつ，物

体内の変形を考慮するモデル（弾性体や流体）．  
ただし，古典力学において重要なことは，これらの物体の

質量を考慮するか否かという点である． 系の一部（あるい

は全体）に質量のない物体が含まれている場合，そこには慣

性力は作用しない．それゆえ，系の運動方程式を解くことが，

その物体に関しては静的釣合式を解くことになり，場合によ

っては解が求まらない可能性もある（例えば，質量が小さい

ので無視をした場合にありえる）1． 

1.2. 幾何ベクトルと成分ベクトル 
 
本書の内容を理解する上で も重要なことの一つに，本書

根底に流れている，ベクトルに対する考え方 を理解するこ

とが挙げられる． 
ベクトルというものは，それを見る座標系によらず，1 つ

の意味を持つ．例えば，ある三次元物理空間 3R で定義され

たベクトル x を，その空間内のある点 A から別のある点 B
までを結ぶベクトルとして解釈するとする．この場合，点 A
も点 B も，座標系を変えればその座標成分は変わるが，物

理的には何ら移動もしていない．したがって，ベクトル x も，

座標系が変わったところで，「点 A から点 B までを結ぶベ

クトル」という意味で何ら変わることはない．しかし，その

成分は，座標系が変われば変わってしまう． 
いま，座標系をR ，ベクトル x をR で見たときの成分を並

べたベクトルを 3Îx  と書くと，上記の概念は次式のよう

に表現できる（数学的に厳密であるかは別として）． 

 x R= x  (1.2.1) 

本書では，x を幾何ベクトル（geometric vector），x を成

分ベクトル（coordinate vector）と呼ぶことにする．座標系

に依存しないベクトルという意味で，1.8 節で触れる多様体

の理論の枠組みにおいては， x は特に三次元 Euclid 空間で

定義された幾何学的な意味でのベクトルにとどまらず，より

抽象的な意味でのベクトル，すなわち，“ベクトル空間の元”

という意味合いを持つものである．ただ，本書が弾性体の三

次元物理空間内での運動を主として扱っていることから，あ

えて“幾何ベクトル”という語で統一的に表現することとす

 
1 一般に，Lagrangian の一般化速度（generalized velocity）による Hesse 行列が正則でな

い場合，すなわち，縮退された Lagrangian を持つ系の場合，解が存在しない場合があ

る． 

1.3. 本書における前提 
 
本書は，物体を数式で表現する際，いくつか重要な前提を

暗黙のうちに用いている．それを理解していないと，誤った

認識を持ってしまうことも起りえる．そこで，本節ではそれ

らの前提について述べる． 

1.3.1. Lagrange 表現の適用 

物体の表現方法には大きく分けて，Lagrange 表現と Euler
表現とがある．簡単に言えば，Lagrange 表現とは，物体内の

物質点に着目し，物質点の時々刻々の状態を考えるものであ

り，これに対し，Euler 表現とは，空間に固定された点に着

目し，その点における物体の状態を考えるものである．少し

詳しく説明すると，以下のようになる． 
物体内の任意の物質点は時間の経過にしたがって移動し

ていく．また，空間に固定された点に注目した場合，時々刻々，

物体内のどこかの物質点がこの固定点に一致する．その一致

する物質点は物質内を時々刻々移動する． 
ある参照状態（多くの場合，時刻 0t = における状態）に

おいて，ある物質点 P の位置ベクトルをX とするとき，時

刻 における P の位置ベクトルx は次のように書ける． 

 ( , )t=x x X  (1.3.1) 

いま，物体内の任意の量（スカラーやベクトル等）を ( , )tX
の関数として表現するのが Lagrange 表現であり，( , )tx の関

数として表現するのが Euler 表現である．弾性体の場合，

Lagrange 表現を用いることが多く，流体の場合，Euler 表現

を用いることが多い．これは，弾性体の場合には，特定の物

質点における 状態（例えば歪や応力）を知りたい場合が多

く，流体の場合には，空間内のある特定の領域を通過する流

体の状態を知りたい場合が多いからである． 
本書は主として弾性体の運動を考えており，Lagrange 表

現を用いている．特に，「弾性体内の一点の運動を追う」と

いう視点で弾性体全体の変形や系の運動を考えることが，

Gossamer Multi-body Dynamics の理解の早道である． 

1.3.2. 座標系に関する前提 

本来，ベクトルには，どの座標系で見たかがわかるよう，

座標系に関する添え字をつけるのが適切であるが，本書では，

見易さを考えて，極力添え字を省略するようにしている．こ

れは，本書では，多体動力学を考えるとき以外は，3 つ以上

の座標系が混在するケースがほとんどないことによる．した

がって，読者によっては，「このベクトルはどの座標系でみ

たものなのかを明確にしてほしい」と感じるかもしれないが，

文章の流れから確認してほしい． 
また，本書では，三次元物理空間 3R 内に固定された正規

直交座標系 IR を定義し，これを絶対座標系とする．そして，

り，質量のない物体を含む系は縮退 Lagrangian を持つ系の一つの例である． 

t
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特に断りのない限り，全てのベクトルは IR で見たときの成

分ベクトルを表しているものとする．このように，絶対座標

系を一つだけ定義することで，幾何ベクトルと，それを絶対

座標系で見た成分ベクトルとを同一視することができる． 
幾何ベクトルだの成分ベクトルだのと区別したところで，

実際に計算する際には全て成分ベクトルで計算するしかな

いわけであるから，幾何ベクトルの概念の優位性を生かしつ

つ，実際の計算もやりやすくするには，絶対座標系というも

のを設定し，絶対座標系を基準として現象を捉えること（局

所座標系を用いないという意味ではなく，ベクトル同士を比

較する場を絶対座標系だけに限定するという意味）が適切で

あると筆者は考えている． 

1.4. 運動の次元 
 
我々が考えているのは物体の運動であり，それは三次元空

間内での運動である．力学の理論自体はどんな空間内での運

動であっても成り立つようにできているし，通常，物体は多

様体（manifold，後述）上を運動するものとして理論構築さ

れている．しかし，本章では物体は三次元 Euclid 空間 3 内

を運動するものとして考えてゆく． 
ただ，例えば，物体がある与えられた直線上を運動する場

合には，物体の運動は 1 内の一次元運動となるし，平面上

を運動する場合には 2 内の二次元運動となる． 
また，三次元空間内の曲線上を運動する場合も，物体自体

は三次元空間内を運動するが，物体の位置がその曲線に沿っ

た一つの座標で記述できることを考えれば，その運動は一次

元運動とみなせるし，曲面上を運動するであれば二次元運動

とみなせる． 
こういった，運動の次元というものは，次節以降の自由度

や埋め込み座標系，多様体といった考え方と密接に関係して

いる．それら数学的なバックグラウンドはしっかりと理解し

ておく必要があるが，それ以前に，運動の次元を感覚的に理

解しておくことが極めて重要である． 

1.5. 運動の自由度 
 
物体が運動しているときに，その物体内の全ての点の位置

を記述するために必要な変数の数のことを，その物体の自由

度（degree of freedom）と呼ぶ．日本語では変数そのものを

自由度と呼ぶことも多い． 
物体の運動を解析しようとする場合に 初に考えること

は，「何を変数（自由度）とするか」，「何を変数（自由度）

とすれば，必要な情報を得ることができるか」ということで

ある．自由度を考えることは 1.9 節で述べる“数学モデル”に
も関係していて，何を自由度（変数）とするかは物体の運動

を解析する上で も重要な作業である． 
例えば，図 1.1 のような剛体の二次元運動について考えて

みよう．この場合，ある参照状態（reference configuration）
において，剛体に埋め込まれた座標系 1 2G x x- - でみたと

きにその座標が 1 2( , )x x であった点 P の，現在の状態（current 
configuration）における位置ベクトルは 

 1 2
1 2G x x= + +x x e e  (1.5.1) 

と書ける．ただし， Gx は剛体内のある固定点（G とする）

の位置ベクトル， 1e および 2e はそれぞれ現在の状態におけ

る 1x 軸および 2x 軸の単位方向ベクトルである．そして，そ

れらは，例えば， 

 1 2

cos sin
, ,

sin cos
G

G
G

x

y

q q
q q

é ù é ù é ù-ê ú ê ú ê ú= = =ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê úë û ë û ë û

x e e  (1.5.2) 

と書ける．式(1.5.1)と(1.5.2)からわかる通り，点 P の位置は

の 3 つの変数で記述することができる．それゆえ，

自由度は 3 ということになる． 
また，例えば図 1.2 のようなアームを有する衛星の二次元

運動の場合，衛星だけであれば， Gx の 2 成分（ Gx と Gy と

する）と q の合計 3 自由度であるが，アーム 1 とアーム 2 が

あるので，自由度は増える．アーム 1 内の任意の点の位置は，

点 A の位置の 2 成分とアームの回転角 1a がわかればわかる

が，点 A は衛星上の点であるので，点 A の位置は Gx と Gy
と q で記述することができる．したがって，アーム 1 内の任

意の点を記述するには， Gx と Gy と q に加えて 1a の計 4 つ

がわかればよい．同様に，アーム 2 の場合には，これら 4 つ

に加えてアーム 2 の回転角 2a がわかればよい．したがって，

合計で変数は 5 つ，つまり，この衛星の自由度は 5 となる． 
このように，物体内の任意の点の位置ベクトルを数式で表し，

その式の中で時々刻々変化する変数はいくつあるのかを調

べれば，物体の自由度を求めることができる．この考え方は

実はとても重要である．実際，物体の構造が複雑になればな

るほど（例えば，ロボットのようにたくさんのジョイントが

あっていろいろな方向に回転できるようなものなど），その

物体の自由度がどうなっているのかを正しく把握していな

いと運動を解くことができない．実際，ちゃんとわかってい

ないと，変数の数を多くしすぎたり，少なくしすぎたりして，

運動を解くことができない． 

 
(a) 剛体の運動 

 
(b) 一表現 

図 1.1 運動の表現と自由度 

 
(a) 系の運動 

( , , )G Gx y q

2x

1x

1x

2x

1e
2e
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(b) 運動を記述する変数 

図 1.2 アームを有する衛星の自由度 

 

1.6. 基底ベクトル 
 
本書では基底ベクトルを用いた表現が多く現れるので，基

底ベクトルの意味を理解しておくことは重要である．そこで，

本節では基底ベクトルの基本について解説する． 

1.6.1. 座標系と基底ベクトル 

三次元物理空間 3R 内の任意の点 P の位置を x と表す．い

ま，座標系S を設置し，点 P の座標を 1 2 3( , , )x x x とする．こ

のとき， x は 1 2 3( , , )x x x の関数とみることができる（実際，

一対一対応の関係にある）． 

 1 2 3( , , )x x x x x=  (1.6.1) 

したがって， ix 座標の変化に沿って x も変化してゆく．いま，

座標の変化に伴って x が変化するとき，変化前と変化後の位

置を結ぶ幾何ベクトルをdx とすれば， 

 i
i

x
dx dx

x
¶

=
¶

 (1.6.2) 

であり，右辺の3つの項のうちのそれぞれの i に対する項は，
ix だけが変化したときの x の変化を表すものであるから，

点 P における ix 軸に接しているはずである． 

 
図 1.3 微小線素 

そこで，次式で定義されるベクトル ig をS 系の基底ベク

トル（base vector）と呼ぶ．その定義からわかる通り， ig は

幾何ベクトルであり，点 P を通る座標格子に接する． 

 i i

x
g

x
¶

º
¶

 (1.6.3) 

実際に ig の値を計算したいときには， x をある座標系で

見たときの成分ベクトルで表す必要がある．1.3.2 節で述べ

た通り，このような場合，本書では絶対座標系 IR を用いる．

すなわち， x を IR で見たときの成分ベクトルをx とすると

き， IR 系で見たS 系の基底ベクトル ig は 

 i ix
¶

º
¶
x

g  (1.6.4) 

と定義される．その定義からわかる通り， ig は成分ベクトル

である．そして，このとき，式(1.6.2)は次のように成分ベク

トルを用いて書き直すことができる． 

 i
id dx=x g  (1.6.5) 

図 1.4 は基底ベクトルの例を表したものである．基底ベク

トルがどんなものであるかは，この図でイメージできるよう

になってほしい．本書では，特に断りのない限り，基底ベク

トルは IR 系で見たものを指すものとする． 

 
図 1.4 基底ベクトル 

さて，次式で定義されるマトリクスを基底マトリクス

（base matrix）と呼ぶ． 

 1 2 31 2 3x x x

é ù¶ ¶ ¶ ¶ é ùê úº = = ê úê ú ë û¶ ¶ ¶ ¶ë û

x x x x
g g gS

x
 (1.6.6) 

ただし， x は点 P をS で見たときの成分ベクトルである．

すなわち， 

 

1

2

3

x

x

x

é ù
ê ú
ê úº ê ú
ê ú
ê úë û

x  (1.6.7) 

そして，このとき，式(1.6.5)より，次式が成り立つ． 

 d d=x S x  (1.6.8) 

つまり，dx をS で見たときの成分ベクトルがdxである． 
ちなみに，S 系で見たときのS 系の基底ベクトル（ ii と

書くこととする）はどうなるかと言えば， 

 1 2 31 2 3

1 0 0

0 1 0, ,

0 0 1
x x x

é ù é ù é ù
ê ú ê ú ê ú¶ ¶ ¶ê ú ê ú ê ú= = = = = =ê ú ê ú ê ú¶ ¶ ¶ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê úë û ë û ë û

i i i
x x x

 (1.6.9) 

となる．つまり，自分で自分を見ると，その基底ベクトルは，

自分自身がどんな座標系であるかに関係なく，基本単位ベク

トルとなる．本章では，特に断りのない限り，ベクトルは絶

対座標系 IR で見たものであるから，絶対座標系 IR の基底ベ

クトルは，基本単位ベクトル ii となる．これらは，当然とい

えば当然のことではあるが，本書を理解する上で，とても重

要なことである． 

E.1 基底ベクトル 
ある曲面上の点 G を原点とし，曲面上にそって二つの

座標軸 1x および 2x をもつ座標系 1 2G x x- - 設置されてい

る．  

q

1a

2a

Gx

1x

2x

A

P

1
1dxg

2
2dxg

3
3dxg

1x

2x3x

dx

1x

2x

3x

O

IR

G

1x

2x

3x

1gP

2g

3g
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図 1.5 曲面上の基底ベクトル 

今，曲面上の任意の点の位置ベクトルx が次式で表されて

いるとする． 

 m
mN=x x  (1.6.10) 

ただし， 

 

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

3 4

1 2 3 4

(1 )(1 ) (1 )(1 )
, ,

4 4
(1 )(1 ) (1 )(1 )

, ,
4 4

1 2 0 1

0 , 2 , 4 , 1

0 1 1 2

N N

N N

x x x x

x x x x

- - + -
= =

+ + - +
= =

é ù é ù é ù é ù-ê ú ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú ê ú= = = =ê ú ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú ê ú- -ê ú ê ú ê ú ê úë û ë û ë û ë û

x x x x

 (1.6.11) 

このとき，基底ベクトル 1g および 2g を 1x と 2x の式で表し

なさい． 

1.6.2. 基底ベクトルを用いたベクトルの表現 

三次元物理空間 3R 内に座標系S を設置したとき，任意の

幾何ベクトルa は，S 系の基底ベクトル ig の線形和で書く

ことができる． 

 i
ia ga=  (1.6.12) 

ただし， ia は ig 方向の成分である． IR 系で式(1.6.12)を見た

ときの成分ベクトルの関係は次のように書ける． 

 

1

2
1 2 3

3

i
i

a

aa
a

é ù
ê ú
ê úé ù= = ê úê úë û ê ú
ê úë û

g g ga g  (1.6.13) 

つまり， IR 系で見たときの成分ベクトルがa で，S 系で見

たときの成分ベクトルがaである幾何ベクトルは，基底マ

トリクスS を用いると，次の関係を満たす． 
 

 =a Sa  (1.6.14) 
 
ただし， 

 

1

2

3

a

a

a

é ù
ê ú
ê ú= ê ú
ê ú
ê úë û

a  (1.6.15) 

である．実は，本書の内容を理解する上で，式(1.6.14)はとて

も重要な式となっている．上記の関係は，三次元物理空間
3R 内に幾何ベクトルa があったときに，それを IR 系で見

ると，その成分ベクトルはa であり，同じa をS 系で見ると，

その成分ベクトルはaである，ということを意味している

わけであるから，このことを，数学的に厳密な表現かどうか

は別として，あえて書くとすれば， 

 
2 これは基底ベクトルが互いに独立であることに対応している．座標や基底ベクトルと

 ,Ia R a S= =a a  (1.6.16) 

となる．そして， 系の基底ベクトル （ は幾何ベクト

ルである）を 系で見ると であるのだから， 

 i I ig R= g  (1.6.17) 

と書ける．この式から，さらに， 

 IRS = S  (1.6.18) 

とも書ける．そして，式(1.6.16)に(1.6.18)を代入すれば， 

 I IR RS= =a a Sa  (1.6.19) 

したがって，次式が成り立つわけである． 

 =a Sa  (1.6.20) 

1.6.3. もう一つの基底ベクトル 

式(1.6.20)において，基底マトリクスS は正則なので2， 

 1- aa= S  (1.6.21) 

と書くことができる．では， 1-S は一体何を意味しているの

であろうか？ 
1-S の解釈はいろいろできるが，ここでは 

 1 2 31
T

- é ù= ê úë û
g g gS  (1.6.22) 

と表現したときの ig の特徴を調べることで， 1-S の解釈を

行なってみよう（式の右辺には転置記号T が付いているこ

とに注意）．まず， 

 1- = IS S  (1.6.23) 

であるから，式(1.6.22)より， 

 i i
j jd⋅ =g g  (1.6.24) 

を得る．このように， ig は基底マトリクスの逆行列に関係し

たベクトルで，基底ベクトル ig と直交関係にある（むしろ．

こうなるように，式(1.6.22)の右辺では転置記号を付けたの

である）． 
1.6.4 節で述べる通り， ig は共変基底ベクトルと呼ばれ，

ig は反変基底ベクトルと呼ばれる．図 1.6 は二次元空間の場

合の両者の関係を表した例である．この図は，例えば大変位

運動をする弾性体の応力ベクトルや歪ベクトルを求める場

合に重要となるイメージを表している． 

 
図 1.6 反変基底ベクトル 

ig は式(1.6.22)のようにS の逆行列を求めることでも得

られるが，次のように表すこともできる． 

 1 2 3( ) det
for ( , , ) (1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)

j k j ki

i j k

´ ´
= =

´ ⋅
=

g g g g
g

g g g S  (1.6.25) 

からわかるように， ig を基底ベクトルとする座標系（ *S
と表すことにする）を構成することも可能である．つまり，

S という座標系が定義されると，それに対応して， *S とい

う座標系も定義することができるのである． 

は，もともと，互いに独立になるように設置するものである． 

1x

2x

3x

O

IR

G

1x

2x

1gP

2g
S ig ig

IR ig

2g

1g

1g

2g2g

1g
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なお，“共変”と“反変”の呼び方の違いは何を意味して

いるのかについては 1.6.4 節で述べることにする． 

1.6.4. 共変基底ベクトル 

IR 系の基底ベクトルは ii であるから， x の座標成分を
1 2 3( , , )x x x とすれば， 

 k
kx x i=  (1.6.26) 

したがって，式(1.6.3)は次のように書ける． 

 
k

i ki

x
g i

x
¶

=
¶

 (1.6.27) 

一般に，ある座標系 1 2 3( , , )a a a における基底ベクトル ia と，

これを座標変換した別の座標系 1 2 3( , , )b b b における基底ベ

クトル ib とが 

 
k

i ki
b a

a
b

¶
=

¶
 (1.6.28) 

なる関係にあるとき，これらの基底ベクトルは共変基底ベク

トル（covariant base vector）と呼ばれる．この定義から，

ig は確かに共変基底ベクトルであることがわかる． 
次に，座標系 1 2 3( , , )a a a における，ある成分ベクトル

1 2 3[ , , ]Tp p p=p が，座標系 1 2 3( , , )b b b では 1 2 3[ , , ]Tq q q=q と

見えたとする．このとき， 

 
k

i ki
q p

a
b

¶
=

¶
 (1.6.29) 

となっていれば，p やq は共変ベクトルと呼ばれる．そう呼

ばれるのは，共変基底ベクトルと共に変換される（同じ変換

則に従う）ことによる．これに対し， 1 2 3[ , , ]Tp p p=p ，
1 2 3[ , , ]Tq q q=q が 

 
i

i k
k

q p
b
a

¶
=

¶
 (1.6.30) 

である場合には，p やq は反変ベクトルと呼ばれる．これは，

共変基底ベクトルと逆の変換則に従うことによる． 
さて，一般に，幾何ベクトル r が共変基底ベクトル ia およ

び ib を用いて 

 i j
i jr p a q b= =  (1.6.31) 

と書けたとしよう．このとき，式(1.6.28)より， 

 
k

i j
i kj

p a q a
a
b

¶
=

¶
 (1.6.32) 

となるので， 

 
i

i j
j

p q
a
b

¶
=

¶
 (1.6.33) 

を得る．これは，式(1.6.29)と同一の形をしている．つまり，

幾何ベクトルを式(1.6.31)のように共変基底ベクトルの線形

和で表すと，その係数から成る成分ベクトルは反変ベクトル

の変換則に従うことになる．それゆえ，係数 ip は反変成分と

呼ばれる． 
一方，一般に， 

 
k j

j
ii k

x

x

x
d

x d
¶ ¶

=
¶

 (1.6.34) 

が成り立つので，式(1.6.24)と(1.6.27)から， 

 
i

i k
k

g i
x

x¶
=

¶
 (1.6.35) 

一般に，式(1.6.28)の逆，すなわち，基底ベクトル ia ， ib が 

 
i

i k
k

b
b

a
a

¶
=

¶
 (1.6.36) 

という関係を満たすとき， ia や ib は反変基底ベクトル

（contravariant base vector）と呼ばれる．式(1.6.35)からわ

かる通り， ig は反変基底ベクトルである．そして，幾何ベク

トル r が反変基底ベクトル ia ， ib を用いて 

 i j
i jr p a q b= =  (1.6.37) 

と書けたとしよう．このとき，式(1.6.36)より， 

 
j

i k
i j k

p a q
b

a
a

¶
=

¶
 (1.6.38) 

となるので， 

 
j

i j i
p q

b
a

¶
=

¶
 (1.6.39) 

を得る．この式は式(1.6.29)と同一である．つまり，幾何ベク

トルを式(1.6.37)のように反変基底ベクトルの線形和で表す

と，その係数から成る成分ベクトルは共変ベクトルの変換則

に従うことになる．それゆえ，係数 ip は共変成分と呼ばれる． 
さて，反変基底ベクトルの利用法の一つに，ベクトルを共

変基底ベクトルの線形和で記述したときの係数（共変成分）

の計算がある．例えば，式(1.6.13)，すなわち，ベクトルa が 

 i
ia=a g  (1.6.40) 

書かれるとき， ia は次式で求められる． 
 

 i ia = ⋅a g  (1.6.41) 
 
共変基底ベクトルと反変基底ベクトルには重要な関係が

ある．すなわち， 
 

 ,i i
i iÄ = Ä =g g I g g I  (1.6.42) 

 
特に断りなく，添え字を上付きにしたり下付きにしたりし

たが，一般に，共変基底ベクトルの添え字は下付き，反変基

底ベクトルは上付きにすることが多い．また，ある成分ベク

トルを式(1.6.40)のように共変基底ベクトルと座標成分との

積で表した場合，その座標成分は反変成分と呼ばれ， ia とい

うように添え字を上付きにする．これに対し， 

 i
ia=a g  (1.6.43) 

というように，反変基底ベクトル ig でa を分解することも

可能であり，この場合，その座標成分は共変成分と呼ばれ，

ia というように添え字を下付きにする． 

E.2 共変基底と反変基底との関係 
式(1.6.42)を証明しなさい． 

E.3 反変基底の計算 
共変基底ベクトルが次のように与えられているとき，反

変基底ベクトルを求めなさい． 

1 2 3

1 1 1

0 , 1 , 1

2 1 4

é ù é ù é ù-ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú= = =ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú-ê ú ê ú ê úë û ë û ë û

g g g  

1.7. 正規直交基底の性質 
 
本書では，剛体や物体内の断面の姿勢を表現するのに，主

として正規直交座標系を用いている．そこでは，正規直交基

底ベクトル（Orthonormal base vector）や正規直交基底マト
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リクス（Orthonormal base matrix）が定義される．また，あ

る正規直交座標系から別の正規直交座標系への変換は直交

マトリクスで記述されている．そこで，本節では，正規直交

基底の数学的性質について解説する． 

1.7.1. 正規直交基底マトリクスの定義 

正規直交座標系R の 3 つの基底ベクトルを 1e ， 2e ， 3e と

するとき，基底マトリクスR は次式で定義される． 

 1 2 3
é ùº ê úë û

R e e e  (1.7.1) 

式(1.7.1)から容易に導かれる通り， 

 T T= =RR R R I  (1.7.2) 

であり，R は回転マトリクス（直交マトリクスで，かつ，絶

対値が 1），すなわち， (3)SO 族に属することがわかる．た

だし， I は三行三列の単位マトリクスである． 

 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

é ù
ê ú
ê ú= ê ú
ê ú
ê úë û

I  (1.7.3) 

次に，あるベクトル x を絶対座標系 IR で見たときの成分

ベクトルがx ，R 系で見たときの成分ベクトルが x であっ

たとする．また， x の成分を 

 

1

2

3

x

x

x

é ù
ê ú
ê ú= ê ú
ê ú
ê úë û

x  (1.7.4) 

と書く．このとき， 

 

1

1 2 3 2
1 2 3 1 2 3

3

x

x x x x

x

é ù
ê ú
ê úé ù= + + = ê úê úë û ê ú
ê úë û

x e e e e e e  (1.7.5) 

すなわち， 
 

 =x Rx  (1.7.6) 
 
となることがわかる．また，この式，あるいは式(1.7.1)と ii
の定義から，次式が成り立つこともわかる． 
 

 i i=e Ri  (1.7.7) 
 
つまり，R はR 系から IR 系への回転を表す変換マトリクス

で， ii をR で回転させると ie になる． 
これらについては，一般の基底マトリクスの場合について

既に 1.6.2 節で述べているが，絶対座標系と物体に埋め込ま

れた局所正規直交座標系との座標変換は本書の核となる部

分の一つであるので，あえてこの節でも記述した． 
同様に，上記の関係は，1.6.2 節でも述べた通り，「「三次

元物理空間 3R 内に幾何ベクトル x があったときに，それを

IR 系で見ると，その成分ベクトルはx であり，同じ x をR

で見ると，その成分ベクトルは x である」，ということを意

味している．つまり，次式が成り立つ（図 1.7）． 

 ,Ix R x R= =x x  (1.7.8) 

そして，R の基底ベクトル ie （ ie は幾何ベクトルである）を

IR で見ると， ie であるのだから，あえて書けば， 

 i I ie R= e  (1.7.9) 

なのである．この式から，さらに， 

 IR R= R  (1.7.10) 

とも書ける．そして，式(1.7.8)に(1.7.10)を代入すれば， 

 I IR R R= =x Rx x  (1.7.11) 

したがって， 

 =x Rx  (1.7.12) 

が成り立つことになる．図 1.7 もまた，本書を理解する上で

重要なイメージを表している． 
後に，S が正規直交座標系の場合， 1 T- =R R であるか

ら，反変基底ベクトルと共変基底ベクトルは一致する． 

 ,i i
i i= =e e i i  (1.7.13) 

そこで，正規直交座標系で考える場合には，共変か反変かは

区別せずに，単に「基底ベクトル」と表現する． 

 
図 1.7 ベクトルと座標系 

1.7.2. 正規直交基底マトリクスの数式表現(1) 

R は ie を並べた回転マトリクスであるが，では実際，ど

ういう数式で書けばよいだろうか？例えば， 

 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

e e e

e e e

e e e

é ù
ê ú
ê ú= ê ú
ê ú
ê úë û

R  (1.7.14) 

として，9 つのパラメータ で表現すればよいのだろうか？

当然，答えは“No”である．なぜなら，R は直交条件(1.7.2)
を満たしていなければならず，これを詳しく書くと， 

 1 2 3

1 2 2 3 3 1

1 , 1 , 1

0 , 0 , 0

ìï = = =ïïíï ⋅ = ⋅ = ⋅ =ïïî

e e e

e e e e e e
 (1.7.15) 

という 6 つの条件式で表現できる．したがって，9 つのパラ

メータに 6 つの拘束条件が付随することになり，結果とし

て，独立なパラメータは 3 つだけとなる．よって，R は何ら

かの互いに独立な 3 つのパラメータで表現することが望ま

しい．そこで，従来，Euler angle や Rodriguez parameter，
Modified Rodriguez parameter などが提案されてきた．また，

パラメータ数は 4 つで，1 つの拘束条件が付加されてしまう

が，他のパラメータよりも計算効率がよく，三角関数を使用

せずに済むという点で，能力の低い MPU でのオンボード処

理に適した，Euler parameter も提案されてきた． 
柔軟構造物の場合，R は変形前と変形後とでは大きく異

なる．これは，弾性体が大きな回転（有限回転と呼ばれる）

を生じることによる．学部の材料力学の範囲では回転は微小

としていたが，この講義では有限回転を対象とする． 
さて，R はベクトルの回転を表すマトリクスであるが，回

転に関しては，非常に重要な定理がある．すなわち， 
 

「任意の回転は，ある一つの軸まわりの回転で

1x

2x

3x

O

G

1x

2x
3x

IR

R

Ix R= ⋅x

x R= ⋅ x
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表現できる．」 
 
つまり，Euler angle のように座標軸回りの 3 つの回転で物

体の回転を表すさずとも，ある一軸回りの回転でも表現でき

るのである．これは Euler の定理と呼ばれている． 
Euler の定理より，R を，任意のベクトルx を単位ベクト

ルがn である軸まわりに角度 q だけ回転させるマトリクス」

と定義できる．そして，実際に回転させた後のベクトルをy

とすれば，x とy の線形性から，両者の関係は次式の形で書

けるはずであり，R はn と q で表現できるはずである． 

 =y Rx  (1.7.16) 

 
図 1.8 ベクトルの回転 

実際，図 1.8 を参考にx とy との関係を求めると， 

 2ˆ ˆsin (1 cos )q qé ù= + + -ê úë ûy xI n n  (1.7.17) 

となる．つまり， 
 

 2ˆ ˆsin (1 cos )q q= + + -R I n n  (1.7.18) 

 
1.7.7 節で示す通り，この式が，R を様々なパラメータで記

述する際の基本式となる． 

E.4 回転マトリクスの表現 
式(1.7.17)を導きなさい． 

E.5 ベクトルの回転の計算 
ベクトル [1 2 1]T= -a をベクトル [3 3 2]T= -b を

軸として 75deg だけ右ネジの方向に回転させたベクトル

の成分を求めなさい． 

1.7.3. 正規直交基底マトリクスの変分 

仮想仕事の原理から平衡方程式，あるいは運動方程式を導

く際，変分計算をすることになるが，その準備として，ここ

では正規直交基底マトリクスの変分について考えてみよう． 
正規直交基底マトリクス (3)SOÎR の変分については，次

式を満たす三次元ベクトル 3
d ÎQ  が存在する．つまり， 

 
dd =R RQ  (1.7.19) 

ただし，上付きのハットは中身のベクトルを軸性ベクトルと

する反対称マトリクスである（ 3 ˆ, ," Î = ´a b ab a b ）．こ

こで， dQ は何らかのベクトルの変分にはなっていない．こ

のことが，三次元の回転の難しさの原因となっている． 
また，一般に，任意の 3Îz  に対して， 

 ˆˆ =Rz ZR  (1.7.20) 

を満たすベクトル 3ÎZ  が存在し，実際， 

 =Z Rz  (1.7.21) 

となっている．この関係式を用いると， 
 

  ,d d dd = =R R Rq Q q  (1.7.22) 

 
を満たす dq が存在することもわかる． 

E.6 正規直交マトリクスの変分 
式(1.7.19)を満たす 3

d ÎQ  が存在することを証明しな

さい． 

E.7 回転マトリクスと反対称マトリクスとの関係 
式(1.7.21)を証明しなさい． 

1.7.4. 正規直交基底と曲率／角速度 

例えば，梁の軸に沿った単位ベクトル 3e を含む正規直交

基底ベクトル 3
i Îe  と，それらから構成される正規直交基

底マトリクス (3)SOÎR が定義されている場合， ie やR は

梁の軸に沿ったパラメータ（ s とする）の関数となる． 

ie やR がある計算空間で定義されている場合，その計算

空間の一つの座標（ x とする）に沿ったR の微分については，

次式を満たす三次元ベクトル 3Îk  が存在する． 

 ˆ
x

¶
=

¶
R

Rk  (1.7.23) 

これは，式(1.7.22)を証明できていれば，同様の方法で証明

できる．ここで， k は x に沿った曲率ベクトル（curvature 
vector）と呼ばれる．そして， 3e を x に沿った単位接線ベク

ト ル と し ， 1e お よ び 2e を 法 線 ベ ク ト ル と し て ，

1 2 3[ ]Tk k kºk とおけば， 1k および 2k はそれぞれ 1e 軸およ

び 2e 軸まわりの曲率を， 3k は 3e 軸まわりのねじり率を表す

ことになる．ということは，k は座標系R で定義された成

分ベクトルということになる．そして，これを絶対座標系で

見たベクトルをK とすれば，次式が成り立つことがわかる． 

 ˆ,
x

¶
= =

¶
R

K R KRk  (1.7.24) 

上記の議論は全て動力学にも適用できる．すなわち，
3

i Îe  や (3)SOÎR が時間 t の関数で与えられていれば，

x を t に置き換えればよく，その場合，k やK は角速度ベク

トルとなる（k はR 系でみた角速度ベクトル，K は絶対座

標系 IR でみた角速度ベクトルである）．実際，剛体の三次

元回転運動の方程式とエラスティカの平衡方程式は互いに

非常によく似た形式となっているし， 

 ˆ=R Rw  (1.7.25) 

 ˆ=R RW  (1.7.26) 

 = RW w  (1.7.27) 

という表現は本書でよく出てくる．ただし，上付きのドット

は時間微分を表し，wはR 系で見た角速度ベクトル，W は

IR 系で見た角速度ベクトルである． 
曲率ベクトルは弾性体の曲げ変形やねじり変形を表現す

るのに必要な量であるし，角速度ベクトルは回転の運動方程

式を記述するために必要な量であるので，その数学的関係や

物理的意味を理解しておく必要がある．そこで，なぜ，k や

K が曲率を表しているのか，wやW が角速度を表している

のかについて，次節で簡単に説明する． 

E.8 曲率の定義 
式(1.7.23)を満たすk が存在することを証明しなさい． 

1.7.5. 角速度ベクトルの意味 

q

n

x

y

O

P

Q

C
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あるベクトル x を回転マトリクスR で回転させたベクト

ルをr と書くと，次式が成り立つ． 

 =r Rx  (1.7.28) 

ここで，もし，x は一定で，回転マトリクスが時々刻々変化

する場合，r の速度ベクトルはどうなるであろうか？ 
実際に式(1.7.28)の両辺を時間微分すると， 

 ˆ ˆ= = = = ´r R R r rx W x W W  (1.7.29) 

つまり，絶対座標系で見た角速度ベクトルW と自分自身と

の外積で表される．このように，角速度ベクトルは回転する

ベクトルの速度に関係した量であることがわかるが，具体的

にはどんな意味をもったベクトルなのだろうか？ これに答

えるには，回転しているベクトルr が微小な時間 tD の間に

さらにわずかに回転するときの関係式を考えればよい3． 

 
図 1.9 ベクトルの回転と角速度 

図 1.9 のように，時刻 t でr だったものが， tD の時間の間

に，単位方向ベクトルがe である回転軸まわりに角度Df だ

け回転し，時刻 t tD+ のときには D+r r になったとする．

このとき，式(1.7.17)より， 

 2ˆ ˆsin (1 cos )D Df Dfé ù+ = + + -ê úë ûr r rI e e  (1.7.30) 

これより， 

 2sin (1 cos )
ˆ ˆ

t t t

D Df Df
D D D

é ù-ê ú= +ê úë û

r
re e  (1.7.31) 

ここで，いわゆる角速度とは，単位時間あたりの回転角度の

変化を表すものであるから，角速度を w とすれば， 

 
0

lim
t tD

Df
w

D
=  (1.7.32) 

である．したがって，次式を得る． 

 

0

2
0

2

0

2

lim

sin (1 cos )lim ˆ ˆ

sin (1 cos )
ˆ ˆlim

( )ˆ ˆ0

t

t

t

t

t t

t

D

D

D

D
D

Df Df
D D

Df Df Df
D Df Df

w w







=

é ù-ê ú= +ê úë û
é ù-ê ú= +ê ú
ë û

é ù= = ´+ ⋅ë û

r
r

re e

re e

r e re e



 (1.7.33) 

これと式(1.7.29)と比較すると， 

 w= eW  (1.7.34) 

つまり，次のことがわかる． 
 

W は大きさが角速度で，回転軸の方向を向い

ているベクトルである． 
 

 
3 これに限らず，時間変化を考える場合には，「現在の状態からほんの少し変化したとき

これが，W を「角速度ベクトル」と呼ぶ所以である． 

E.9 角速度ベクトルの計算 
回転軸が [1 2 3]T=a の方向で，角速度が1.2rad / sec

のとき，角速度ベクトルを求めなさい． 

E.10 角速度 
角速度ベクトルが [ 2 1 1]T= - -W であるとき，角速

度の大きさを求めなさい． 

1.7.6. 曲率ベクトルの意味 

曲率や捩り率を理解するには，幾何学的なセンスが少し必

要となる．また，幾何学で用いられる曲率や捩り率といった

ものと，本書で出てくる曲率ベクトルk の各成分は同一な

ものではない．そこで，本節では，幾何学的な曲率・捩り率

と曲率ベクトルk との関係について述べることで，k の物

理的意味を確認することとにする． 

1.7.6.1. Frenet-Serret の公式 

図 1.10 のように三次元物理空間 3R 内に一本のひも

（string）があったとする．このとき，ひもに沿った弧長（arc-
length）を s ，ひもの任意の断面の中心を A，A の位置ベク

トルをx とし，A におけるひもの単位接線ベクトルを t とす

る．つまり， 

 
d

ds
=

x
t  (1.7.35) 

 
図 1.10 ひもに沿った座標系と曲率 

また， /d dst の大きさをk ，単位方向ベクトルをn とする

と，次式のように書ける． 

 
d

ds
k=

t
n  (1.7.36) 

ここで，k は曲率（curvature）と呼ばれる．ここで，t が単

位ベクトルであることから， 1⋅ =t t であるので，これを s
で微分することにより，次式を得る． 

 0
d

ds
⋅ =

t
t  (1.7.37) 

よって， /d dst と t は直交するので，式(1.7.36)より，t とn
も直交することがわかる． 

 0⋅ =t n  (1.7.38) 

つまり，n は曲線の法線ベクトル（normal vector）である． 
そこで，これら二つに直交する単位ベクトルe を次式で定義

にはどうなるか」を考えることが基本である． 

O

P

Q

C

e

r

D+r r

Df

t

n

e

s

r

A
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する．e は曲線の従法線ベクトル（bi-normal vector），ある

いは陪法線ベクトルと呼ばれる 

 º ´e t n  (1.7.39) 

このとき，式(1.7.38)より， 

 0
d d

ds ds
⋅ + ⋅ =

t n
n t  (1.7.40) 

となることと，式(1.7.37)と同様の関係がn にも成り立つこ

とを考慮すると， 

 , 0
d d d

ds ds ds
k⋅ = - ⋅ = - ⋅ =

n t n
t n n  (1.7.41) 

となるので，あるパラメータ t を用いて， 

 
d

ds
k t= - +

n
t e  (1.7.42) 

と書くことができる．t は捩り率（torsion）と呼ばれる．そ

して，このとき， 

 
0 , 0

d d

ds ds
d d

ds ds ds

t
ìïï ⋅ = - ⋅ = -ïïïíïï ⋅ = - ⋅ = ⋅ =ïïïî

e n
n e

e t e
t e e

 (1.7.43) 

となって， 

 
d

ds
t= -

e
n  (1.7.44) 

となることがわかる．以上をまとめると， 
 

 
, ,

d

ds
d d d

ds ds ds
k k t t

ìïï =ïïïíïï = = - + = -ïïïî

x
t

t n e
n t e n

 (1.7.45) 

 
この公式は Frenet-Serret（フレネ=セレ）の公式と呼ばれる．

では，なぜ，k が曲率と呼ばれ，t が捩り率と呼ばれるかに

ついて，簡単に解説しよう．いま，図 1.11 のように，弧長が

s の点を点 A， s sD+ である点を点 B とする．そして，弧

AB を円弧で近似し（実際， sD の二次のオーダで近似でき

る），その円弧の中心を C，半径を r ， BCA Dq = とする．

そして，A での接線ベクトルを t ，B での接線ベクトルを

D+t t と表し，AC 方向の単位ベクトルをa とする． 

 
図 1.11 曲率半径 

また，円 C に垂直な方向の単位ベクトルをb とする． 

 = ´b t a  (1.7.46) 

このとき，次式が成り立つ． 

 ,´ = ´ = -b t a b a t  (1.7.47) 

そして，図からわかる通り， 

 sD rDq=  (1.7.48) 

また，t から D+t t への回転は，回転軸をb ，回転角をDq
とする一軸回転で表されるので，式(1.7.17)より， 

 2ˆ ˆsin (1 cos )D Dq Dqé ù+ = ⋅+ + -ê úë ût t tI b b  (1.7.49) 

この式と，式(1.7.47)を用いると， 

 
sin ( ) (1 cos ) ( )

sin (1 cos )

D Dq Dq
Dq Dq

= ´ + - ´ ´
= - -

t b t b b t

a t
 (1.7.50) 

したがって，(1.7.48)式より， 

 

sin (1 cos )

sin (1 cos )
s s s

D Dq Dq
D D D

Dq Dq
rDq rDq

-
= -

-
= -

t
a t

a t
 (1.7.51) 

となる．ここで， 0sD  の極限をとると，式(1.7.48)より

0Dq  であり， 

 
0 0

sin (1 cos )
lim 1 , lim 0
Dq Dq

Dq Dq
Dq Dq 

-
= =  (1.7.52) 

であるから，次式を得る． 

 
1d

ds r
=

t
a  (1.7.53) 

この式と(1.7.36)とを比べると，n はa と一致し，n とは，

実は円 の中心に向かう方向の単位ベクトルであることが

わかる．また，k は円の半径 r の逆数であることがわかる．

r は一般に曲線の曲がり具合を表す円の半径であるので，曲

率半径と呼ばれ，その逆数であるk は曲率と呼ばれる． 
次に，捩り率 の物理的意味について考えよう．まず，式

(1.7.46)において，a はn と一致しているので，式(1.7.39)と
の比較により，b はe であったことがわかる，いま，図 1.11
おいて，点 A から B の方向を見ると，図 1.12 のように見え

るはずである．ただし，点 で曲率の円を描いたときの円

の中心を C¢ とし，曲率半径を +r Dr ，法線ベクトルを

D+n n ，従法線ベクトルを D+e e としている．なお，

D+n n は，紙面に垂直な方向にも傾いているはずである．

D+t t が短いベクトルになっているのは， D+t t はほとん

ど AB 方向（紙面に垂直な方向）に近く，短く下に向いてい

る部分はDt の分，すなわち， (1 / ) sD r D»t n の部分しか見

えないからである．ここで，式(1.7.44)は， 

 sD tD» -e n  (1.7.54) 

であることを示している．そして，図 1.12 から， stD は，C
を，AB を軸として回転したときの回転角（図 1.12 のDa ）

を表していることがわかる． 

 
図 1.12 捩り率 

したがって， 

 
s

Da
t

D
»  (1.7.55) 

図 1.12 からわかる通り，Da は 軸まわり（ t まわり）の

ひもの捩り角を表しているので，式(1.7.55)から， t が捩り

B A

t
D+t t

C

r
a

b

Dq

sD

C

t

B

A,B

C
e

n

C¢

r
r Dr+

D+n n D+t t

D+e e

Da
Da

De

AB
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率を表していることがわかるのである． 
ただし，この t は，曲線のもつ“自然な”捩り率とも言う

べきものである．例えば，もし，ひもが真っ直ぐな状態のま

まで，軸まわりにねじってある場合，我々は通常，この状態

でひもは捩られているとみなすが，この場合，t は決まらな

い．これは，t はあくまでもひもの曲線自体の捩りを表して

いて，断面の捩りを考慮したものではないからである．実際，

ひもが真っ直ぐであれば，t は一定であるので，式(1.7.45)に
おいて 0k = であり，n は不定である． 

1.7.6.2. 曲率ベクトル 

1.7.6.1 節では，式(1.7.45)で定義される r が曲率を， t が

捩り率を表していることを示した．では，式(1.7.23)， 

 ˆ
x

¶
=

¶
R

Rk  (1.7.23) 

で示されるベクトルk は何を表してるのであろうか？ 
式(1.7.23)の x は，1.7.6.1 節でいうところの s と同等のも

のである．そして，1.7.6.1 節の t が 3e に対応している．した

がって，いま，式(1.7.23)において， 

 1 2 3[ ]Tk k k=k  (1.7.56) 

とおくと，式(1.7.23)より， 

 

3 2

1 2 3
3 11 2 3

2 1

3 2 2 3 1 3 3 1 2 1 1 2

0

0[ ]

0

[( ) ( ) ( )]

d d d

ds ds ds

k k
k k
k k

k k k k k k

é ù-ê úé ù ê úê ú -= ⋅ ê úê ú ê úë û -ê úë û
= - - -

e e e e e e

e e e e e e

 (1.7.57) 

を得る．この式を式(1.7.45)と比較すると，まず， 

 2 1 1 2

2 2
1 2( ) ( )

k k

k k

-
=

+

e e
n  (1.7.58) 

 2 2
1 2( ) ( )k k k= +  (1.7.59) 

であることがわかる．いま， 3´ = ´ =t n e n e であることか

ら，式(1.7.58)に右から t との外積をとることにより， 

 1 1 2 2

2 2
1 2( ) ( )

k k

k k

+
=

+

e e
e  (1.7.60) 

を得る．ここで，式(1.7.59)より， 

 1 2cos , cosk k q k k q= =  (1.7.61) 

とおくことができて，式(1.7.59)とこの式は， 1 2( , )k k が曲率

k の成分のようなものを意味していることを示している．ま

た，式(1.7.61)を(1.7.58)と(1.7.60)に代入すると， 

 1 2 1 2sin cos , cos sinq q q q= + = -e e e n e e  (1.7.62) 

となる．つまり， 

 1 2cos sin , sin cosq q q q= + =- +e n e e n e  (1.7.63) 

となって， 1 2( , )e e は ( , )n e と同一平面上にあって，( , )n e を角

度 q だけ回転したものであることがわかる（図 1.13）． 
そして，式(1.7.45)より， 

 
d

ds
t = - ⋅

e
n  (1.7.64) 

であるから，これに式(1.7.62)を代入すると， 

 
1 2

1 2
1 2

( cos sin )

sin cos cos sin
d d d d

ds ds ds ds

t q q

q q
q q q q

= - - ⋅
é ù
ê ú+ + -ê ú
ë û

e e

e e
e e

 (1.7.65) 

これに(1.7.57)を代入してみると， 

 

1 2

3 2 1

3 1 2

3

( cos sin )

( sin )sin cos

( cos )cos sin

d

ds
d

ds
d

ds

t q q

q
k k q q q

q
k q k q q

q
k

= - - ⋅
é
ê - +êë

ù
ú+ - - úû

= -

e e

e t e

t e e
 (1.7.66) 

となる．したがって， 

 3
d

ds

q
k t= +  (1.7.67) 

となり， 3k は曲線の自然な捩り率 t に断面の余計な捩り

（ /d dsq ）を追加した，“捩り変形の割合としての捩り率”

を表すものであることがわかる． 
以上のように，ベクトルk の各成分は，曲率や捩り率を表し

ているのである． 

 
図 1.13 基底ベクトルと曲率 

1.7.7. 正規直交基底マトリクスの数式表現(2) 

1.7.2 節では，単位方向ベクトルがn である軸のまわりに

角度 q だけ回転する場合の回転マトリクスが式(1.7.18)， 

 2ˆ ˆsin (1 cos )q q= + + -R I n n  (1.7.18) 

で記述できることを示した．また，その変分は式(1.7.19) 

 
dd =R RQ  (1.7.19) 

であるから， 

  T
d d= RRQ  (1.7.68) 

となる．この式から， 
 

 sin (1 cos )d dq d q q d= + - - ´n n n nQ  (1.7.69) 

 
となる（この式は重要！）．また，式(1.7.22) 

  ,d d dd = =R R Rq Q q  (1.7.70) 

より， 

 T
d d= Rq Q  (1.7.71) 

となるので，実際に計算すると， 
 

 sin (1 cos )d dq d q q d= + + - ´n n n nq  (1.7.72) 

 
である（この式も重要！）．ここで，式(1.7.69)と(1.7.72)は
似てはいるが，物理的には全く違う意味を持つ式であること

に注意しよう．式(1.7.69)はある固定された座標系（絶対座

標系）からみた場合の関係式で，幾何ベクトル・成分ベクト

ルともに成り立つ式である．これに対し，式(1.7.72)は成分

ベクトルについて成り立つ式で，右辺のベクトルは絶対座標

系で見た時の成分ベクトル，左辺は基底R からみた時の成

分ベクトルである． 
さて，式(1.7.72)から，ある軸 x 方向に沿った曲率ベクトル

n

e

1e

2e

q

A,Bq
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は次式のようになる． 
 

 sin (1 cos )q q q¢ ¢ ¢= + + - ´n n n nk  (1.7.73) 

 
ただし，ダッシュは x による微分を表す．同様に，R が時間

の関数の場合，角速度ベクトルは次式のように書ける． 
 

 sin (1 cos )q q q= + + - ´n n n nw     (1.7.74) 

 
また，式(1.7.72)より， 
 

 21 sin
ˆ ˆ,

2 1 cos
d d

q
dq d

q

é ù
ê ú= = -ê ú-ë û

n n n nq q  (1.7.75) 

 
この節では，これらの式を基礎として，各種の有限回転パラ

メータを用いた際のR ，および，曲率ベクトルや角速度ベク

トルについての具体的な表現を示す． 

E.11 回転マトリクスの変分(1) 
一般に，どんな有限回転ベクトルを用いても，回転マト

リクス R の変分は何らかのベクトル db を用いて

dd =R Rb という形で書ける．このことを証明しなさい． 

E.12 回転マトリクスの変分(2) 
式(1.7.72)を証明しなさい． 

E.13 回転マトリクスの変分(3) 
式(1.7.75)を証明しなさい． 

E.14 曲率の変分 
問題 E.11 で証明したとおり，一般に，どんな有限回転

ベクトルを用いても，回転マトリクスR の変分は何らか

のベクトル db を用いて

dd = ⋅R R b という形で書ける．

このとき，角速度ベクトル の変分は次式で与えられる

ことを証明しなさい． 

 d dd = + ´w b w b  (1.7.76) 

1.7.7.1. Rodriguez parameter 

Rodriguez parameter，あるいは，Rodriguez vector と呼ば

れるベクトル 3Îj  は，式(1.7.18)の q とn を用いて，  

 qº nj  (1.7.77) 

と定義される．この場合，式(1.7.18)より，R は 

 2
2

sin 1 cos
ˆ ˆ

-
= + +R I

j j
j j

j j
 (1.7.78) 

と表される．この場合，jの 3 つの成分は独立なパラメータ

として取り扱うことができる．式(1.7.78)にあるように，分

母にjが現れるので， = 0j の場合には特別な処理が必要

であることが予想されるが，実際の計算では， 

 

12

2 2
2

if 10

1ˆ ˆthen 1
6 2 24

-<
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç= + +÷ ÷ç ç- -÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

R I

j

j jj j
 (1.7.79) 

とでもしておけば十分である． 
ここで，R の変分について考えてみよう． 

 
3

2 2
3

,

1 1
( )

1 1
ˆ ˆ

d
dq

d d d

d d

ìï ⋅ï =ïïïïïïï = - ⋅ïíïïïïïï = -ïïïïî

n

n

j j
j

j j j j
j j

j=- j j
j j

 (1.7.80) 

であるから，式(1.7.72)より， 

  ,d dd d= =R R Aq q j  (1.7.81) 

ただし， 

 2
2 3

1 cos sin
ˆ ˆ

- -
= - +A I

j j j
j j

j j
 (1.7.82) 

この式から，ある軸 x 方向に沿った曲率は， 

 ¢= Ak j  (1.7.83) 

となることがわかる．また，R が時間の関数の場合には，角

速度ベクトルは次式で与えられる． 

 = Aw j  (1.7.84) 

逆に，曲率，あるいは角速度から有限回転ベクトルの微分を

求める場合には， 

 = Bj w  (1.7.85) 

ただし， 

 1 2
2

1 cos1 1
ˆ ˆ

2 sin
-

é ù+ê ú= = + + -ê ú
ê úê úë û

B A I
j

j j
j jj

 (1.7.86) 

なお， d d= Af jを満たすfは一般には存在しない（平

面上の回転であれば，jと dj は平行となるので，fは存在

し， =f j となる）．もし，存在していたとしたら， =f w
となるので，例えば，センサ等でwの値が分かれば，それを

時間積分することでfを求めることができることになる．

ここで，fはjで表されるはずなので，その代数方程式をj
について解くことができるはずである．つまり，wを計測で

きれば，jを比較的容易に求めることができることになる．

また， jを未知数にするのではなく，fを未知数にするこ

とで，wをf で，k を ¢f で表現でき，運動方程式がfの比

較的簡単な微分方程式にすることができる． 
しかし，実際にはfは存在しないので，wからjを求め

るにはj微分方程式(1.7.85)を数値的に解くしかなくなるし，

k やwもAという複雑なマトリクスを用いなければ記述で

きず，これが数値計算を複雑にしている． 
なお，文献によっては「Rodriguez parameter には特異性

がある」としているものがあるかもしれないが，これはR の

分母に分母に j が出てきて， = 0j のときに分母が 0 とな

ってしまうことを指しているものと思われる．しかし， 
Rodriguez parameter の場合は，Euler angle の特異性とは異

なり，式(1.7.79)のような処理をすれば問題なく計算はでき

るので，実質的には何ら不都合なことはない． 
後に，次節以降は曲率ベクトルk に関する式のみを書

き，角速度ベクトルwに関する式は省略しているが，k をw
に置き換え，x 座標に関する微分（ダッシュ記号）を時間微

分（上付きのドット記号）に置き換えることで，曲率に関す

る式を角速度に関する式に読み替えて欲しい． 

E.15 三次元回転の特性 
d d= Af jを満たすfが存在しないことを証明しなさ

い． 

w
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E.16 Rodriguez parameter による変分(1) 
式(1.7.80)を証明しなさい． 

E.17 Rodriguez parameter による変分(2) 
式(1.7.82)を証明しなさい． 

E.18 回転マトリクスの微分 
ある有限回転ベクトル 1 2 3[ ]Tb b b=b を用いて回転マ

トリクス R を記述したところ，曲率ベクトル k が

¢= Ak b と書けたとする．いま， 1 2 3[ ]=A a a a とすると

き，次式が成り立つことを示しなさい． 

 
iib

¶
=

¶
R

Ra  (1.7.87) 

E.19 回転マトリクスと角速度(1) 
一般に，回転マトリクスR をどのような有限回転ベク

トル 1 2 3[ ]Tg g g=g で記述しても，角速度ベクトルwは
k

kg=ww  という形に書ける（ただし，ベクトル iw は g
の関数）．この場合，次式が成り立つことを証明しなさ

い． 

 k i
k ii kg g

¶ ¶
- = ´

¶ ¶
w w

w w  (1.7.88) 

E.20 回転マトリクスと角速度(2) 
一般に，どのような有限回転ベクトル g を用いようと

も，角速度ベクトルwは = ⋅Ww g という形に書ける（た

だし，W は g の関数）．この場合，次式が成り立つこと

を証明しなさい． 

 ( )T ¶
=

¶
W R Rw

g
  (1.7.89) 

1.7.7.2. Modified Rodriguez parameter #1 

Rodriguez parameter でR を記述する場合，分母に j が

出てきて気持ち悪いかもしれない（実際の計算では何の問題

もないが）．また，R を求める際に三角関数の計算が必要と

なるので，ロボットや衛星等，ハードウェアにプログラムを

搭載してリアルタイムで計算をしたい場合，計算時間の観点

であまり喜ばしくない（といっても，たいした問題ではない

が）．そこで，Rodriguez parameter を修正したものがいく

つか提案されている．その一つに，次式で定義される修正

Rodriguez parameter（Modified Rodriguez parameter）があ

る（Rodriguez parameter を修正したものには何種類かある

ので，以下では 1b を MRP#1 と書くことにする）． 

 1 2 tan
2

q
º nb  (1.7.90) 

この場合，式(1.7.18)より， 

  2

1 12 2

1 1

4 2

4 4
= + +

+ +
R I b b

b b
 (1.7.91) 

となる．この場合には分母が 0 になることはない．ただし，

q p= のときに 1b は無限大となるので，q p< となるような

変形の場合に限定して用いることが望ましい（と言うよりは，

そうでなければ使ってはいけない）． 
ちなみに，この場合には，R の変分は，式(1.7.72)に 

 

1 1

2
11

1 1 1 13
1 1

4

4

1 1
( )

d
dq

d d d

ìï ⋅ï =ïïï +ïïíïï = - ⋅ïïïïïî

n

b b
bb

b b b b
b b

 (1.7.92) 

を代入することによって求められ，次式のようになる． 

 





 

1 1 1 1

1 12

1

1 1 1 1

2
2

1
1 1 1

, ,

4 1

24

,

4
2

4

d d

d

d d

d

ìï ¢= = =ïïïï é ùï ê úï = -ï ê úï ë û+ïíï ¢= =ïïïïï +ïï = + +ïïî

R R A A

A I

B B

B I

q q b k b

b
b

b q b k

b
b b

 (1.7.93) 

E.21 MRP#1 による回転マトリクス 
式(1.7.91)を証明しなさい． 

E.22 MRP#1 による変分 
式(1.7.92)を証明しなさい． 

E.23 MRP#1 による回転マトリクスの変分 
式(1.7.93)を証明しなさい． 

1.7.7.3. Modified Rodriguez parameter #2 

前節の Modified Rodriguez parameter の場合， q p= のと

きに 1b が無限大になるという問題点があった．そこで， 

 2 4 tan
4

q
º nb  (1.7.94) 

と定義された Modified Rodriguez parameter（MRP#2）が

提案されている．この場合， 2q p= でやはり 2b が無限大に

なるが，q p» 付近まで達した時点で 2q p q - ，  -n n
とすればよく，これは次式の変換に対応する． 

 2 22

2

16
 -b b

b
 (1.7.95) 

この変換を行なえば， 2q p= での特異性は回避できる．た

だし， 2b を節点間で多項式補間する場合には，この変換に

より補間が不自然なものになるので注意を要する． 
さて，MRP#2 を用いると，R は 

  
2

2
2

2 22 22 2
2 2

16(16 ) 128

(16 ) (16 )

-
= + +

+ +
R I

b
b b

b b
 (1.7.96) 

となる．また，変分および曲率は次のようになる． 

 

2 2

2
22

2 2 2 23
2 2

16

16

1 1
( )

d
dq

d d d

ìï ⋅ï =ïïï +ïïíïï = - ⋅ïïïïïî

n

b b
bb

b b b b
b b

 (1.7.97) 

 



 ( )

 

2 2 2 2

2

2 22 22
22

2 2 2 2

2
2

2
2 2 2

, ,

216 4
1616

,

16 1 1

16 2 8

d d

d

d d

d

ìï ¢= ⋅ = =ïïïï é ùï ê úï - -ï = ê úïï ê ú+ï + ë ûíïï ¢= =ïïïï +ïï = + +ïïïî

R R A A

IA

B B

B I

q q b k b

b b
bb

b q b k

b
b b

 (1.7.98) 

E.24 MRP#2 による回転マトリクス 
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式(1.7.96)を証明しなさい． 

E.25 MRP#2 による変分 
式(1.7.97)を証明しなさい． 

E.26 MRP#2 による回転マトリクスの変分 
式(1.7.98)を証明しなさい． 

1.7.7.4. Modified Rodriguez parameter #3 

MRP#1 の関係式を見ると， 1b ではなく， 1b の半分を変

数に用いた方が，式がすっきりすることがわかる．実際， 

 3 tan
2

q
º nb  (1.7.99) 

と定義すると， 

  2

3 32

3

2
[ ]

1
= + +

+
R I b b

b
 (1.7.100) 

となる．また，変分および曲率は次のようになる． 

 

3 3

2
33

3 3 3 33
3 3

2

1

1 1
( )

d
dq

d d d

ìï ⋅ï =ïïï +ïïíïï = - ⋅ïïïïïî

n

b b
bb

b b b b
b b

 (1.7.101) 

 





 

3 3 3 3

3 32

3

3 3 3 3

2
2

3
3 3 3

, ,

2

1

,

1 1 1

2 2 2

d d

d

d d

d

ìï ¢= = =ïïïïï é ùï = -ï ê úë ûï +ïíï ¢= =ïïïïï +ïï = + +ïïî

R R A A

A I

B B

B I

q q b k b

b
b

b q b k

b
b b

 (1.7.102) 

ちなみに，非線形弾性動力学解析コード NEDA では，回転

に関する未知数にこの MRP#3 を用いている． 

1.7.7.5. Modified Rodriguez parameter #4 

MRP#2 の関係式についても， 2b ではなく， 2b の 1/4 を

変数に用いた方がすっきりすることがわかる．実際， 

 4 tan
4

q
º nb  (1.7.103) 

と定義すると， 

  
2

2
4

4 42 22 2
4 4

4(1 ) 8

(1 ) (1 )

-
= + +

+ +
R I

b
b b

b b
 (1.7.104) 

となる．また，変分および曲率は次のようになる． 

 

4 4

2
44

4 4 4 43
4 4

4

1

1 1
( )

d
dq

d d d

ìï ⋅ï =ïïï +ïïíïï = - ⋅ïïïïïî

n

b b
bb

b b b b
b b

 (1.7.105) 

 
4 文献 1 によれば，剛体に関しては，Lagrange の未定乗数を消去することで，Euler 
parameter（4 成分）と角運動量（3 成分）の 7 つを変数として運動方程式を定式化でき

 



 ( )

 

4 4 4 4

2

4 44 22
44

4 4 4 4

2
2

4
4 4 4

, ,

24

11

,

1 1 1

4 2 2

d d

d

d d

d

ìï ¢= ⋅ = ⋅ = ⋅ïïïï é ùï ê úï - -ï = ê úïï ê ú+ï + ë ûíïï ¢= =ïïïï +ïï = + +ïïïî

R R A A

IA

B B

B I

q q b k b

b b
bb

b q b k

b
b b

 (1.7.106) 

1.7.7.6. Euler parameter 

Rodriguez parameter は分母が 0 になる場合があり，三角

関数の計算も必要とする．Modified Rodriguez parameter も，

得られる式がやや複雑で，値が無限大になる場合がある．こ

れらは，非常に大きな有限回転をする系を高速に計算したい

場合には短所となる．そこで，制御問題では，式が非常に簡

単になる Euler parameter を用いることが多い． 
Euler parameter 4Îq  は四次元ベクトルで， 

 
cos

2

sin
2

oq
q

q

é ù
ê úé ù ê úê úº = ê úê ú ê úê úë û ê ú
ê úë û

q
q

n

  (1.7.107) 

と定義される．この式から分かる通り，q の四つの成分は独

立ではなく，次の拘束条件を満たさなければならない． 

 2 2 1oq + =q  (1.7.108) 

よって， q を未知数として平衡方程式を立てた場合，式

(1.7.108)を拘束条件として組み込む必要がある4． 
さて，R は Euler parameter を用いて次のように書ける． 

 

 2ˆ ˆ2 2oq= + +R I q q  (1.7.109) 
 
そして，変分や曲率は次のようになる． 

 
3

2 1
, o o

o
q q

q
d

dq d d d= - = +n q q
q q q

 (1.7.110) 



2 2 2 2 , 2o oq q
d

d

d
d d d d

ìï =ïïíï ¢= - + ´ = =ïïî

R R

q q q q G q Gq

q
q k 

 (1.7.111) 

ただし，G は次式で定義されるマトリクスである． 

 
1 3 2

2 3 1

3 2 1

ˆ
o

o o

o

q q q q

q q q q q

q q q q

é ù- -ê ú
ê úé ù- - - -º = ê úê úë û ê ú- -ê úë û

q I qG  (1.7.112) 

このG については次の性質がある． 

 

2 2

ˆ
ˆ

ˆ

T
T

o
o

o

q
q

q

é ù-ê úé ù- -= ê úê úë û +ê úë û
= Ä + - =

q
q I qGG

I q

q q I q I

 (1.7.113) 

また， 

 ˆoqé ù- +º ê úë û
q I qH  (1.7.114) 

と定義される三行四列のマトリクスH を用いると， 

 T=R HG  (1.7.115) 

E.27 Euler parameter による回転マトリクス(1) 
式(1.7.109)を証明しなさい． 

る．ただし，これは理論上の話であって，実際には，時間更新の際に正規化条件式

(1.7.108)は満たされなくなるので，更新の度に正規化する必要がある． 
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E.28 Euler parameter による回転マトリクスの変分 
式(1.7.110)，(1.7.111)を証明しなさい． 

E.29 Euler parameter に関連したマトリクス 
式(1.7.112)を証明しなさい． 

E.30 Euler parameter による回転マトリクス(2) 
式(1.7.115)を証明しなさい． 

1.7.7.7. Quaternion 

Euler parameter は別名，Quaternion（四元数）と呼ばれ

る．元々，Quaternion の定義は Euler parameter とは別もの

であり，Quarternion はある特殊な演算とセットで定義され

る．Quarternion を用いると，ベクトルの回転はスッキリと

した形で書け，また，1.7.8 節で述べる複数の回転を作用し

たときの Euler parameter の加算演算も簡単に証明できる． 
この節では，文献[2]に基づいて，Quartenion について簡単

に紹介しておく．まず，Quaternionqを次式で定義する5． 

 q q= +v  (1.7.116) 

ただし，q はスカラーで，v は三次元ベクトル，つまり， 

 u v w= + +v i j k  (1.7.117) 

とする（ここでは，見易さを考えて， 1i ， 2i ， 3i を用いず，

i ， j ，k を用いた）．式(1.7.117)は，スカラーq とベクト

ル v が混在した，不思議な量となっている．そして，

Quaternion に関する積演算 を次のように定義する． 

 

1

, ,

, ,

ìï = = = -ïïïï = = =íïïï = - = - = -ïïî

i i j j k k

i j k j k i k i j

j i k k j i i k j

  
  
  

 (1.7.118) 

このとき， 

 = - ⋅ + ´u v u v u v  (1.7.119) 

であり，例えば， 

 ,p p q q= + = +u v   (1.7.120) 

のときには， 

 ( ) ( )p q pq q p= - ⋅ + + + ´u v u v u v   (1.7.121) 

となって，u v や p q  も Quaternion になっている（当然で

あるが）．ちなみに，この式から明らかな通り， 

 ( ) ( )q p pq q p p q= - ⋅ + + + ´ ¹u v u v v u      (1.7.122) 

となって，Quaternion の積演算 の交換則は成り立たない． 
次に，qの共役四元数q を次式で定義する． 

 q q= -v  (1.7.123) 

このとき， 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

p q pq q p

pq p q

= - ⋅ - + + ´
é ù é ù= +- ⋅ - - - + - ´ -ë û ë û

u v u v u v

v u v u v u

 
 (1.7.124) 

となるので，次式が成り立つことがわかる． 

 p q q p=      (1.7.125) 

さて，三次元ベクトルx を単位ベクトルn を軸として角

度 q だけ回転したベクトルをy とすれば，式(1.7.17)より， 

 2ˆ ˆsin (1 cos )q qé ù= ⋅+ + -ê úë ûy xI n n  (1.7.17) 

 
5 式(1.7.116)のような奇妙な表現を使わずとも，四次元ベクトルを用いることで説明でき

るのであるが，ここではあえて，Quaternion を提案した Hamilton の表記に則って，こ

であるが，実は，Quaternionqを 

 cos sin
2 2

q
q q

º + n  (1.7.126) 

と定義すると， 
 

 q q=y x    (1.7.127) 
 
となっているのである！実際，式(1.7.119)を用いれば， 

 
cos sin

2 2

cos sin ( )
2 2

q q q

q q

æ ö÷ç= ÷ç + ÷ç ÷è ø

= + - ⋅ + ´

x xn

x n x n x

  
 (1.7.128) 

となるので， 

2

2

2

cos sin ( ) cos sin
2 2 2 2

cos sin cos ( )
2 2 2

sin cos ( ) sin ( )
2 2 2

sin ( )
2

q q

q q q q

q q q

q q q

q

é ù é ù
ê ú ê ú= + - ⋅ + ´ -ê ú ê úë û ë û

= - - ⋅ + ´

+ - ⋅ + ´ + ⋅

- ´ ´

x

x n x n x n

x x n x n

n x n x n x n

n x n

  



 (1.7.129) 

となり，これを整理すると， 

 

2 2

2

2

2

2 2 2 2

2

cos sin ( )
2 2

2sin cos sin ( )
2 2 2

sin ( )
2

sin sin ( )
2

ˆ ˆ ˆsin sin sin
2 2
ˆ ˆsin (1 cos )

q q

q q

q q q

q

q
q

q q
q

q q

= + ⋅ +

´ - ´ ´

é ù= + ⋅ - +ê úë û

´ + ´ ´

= + ⋅ + ⋅ + ⋅

é ù= ⋅+ + -ê úë û

x

x n x n

n x n x n

x n x n x

n x n n x

x n x n x n x

xI n n

  

 (1.7.130) 

となって，確かにy に一致する．式(1.7.127)は何とも美しい

式であり，回転演算を見通しのよいものにしてくれる． 

E.31 Quartenion の積 
式(1.7.121)を証明しなさい． 

1.7.8. 複数の回転と正規直交基底マトリクス 

例えば，正規直交基底マトリクス oR が，回転マトリクス

pR により回転され，R になったとすると， 

 p o o por= =R R R R R R  (1.7.131) 

となる．この二つの違いは何であろうか？ 
まず，基底マトリクスの定義から， 

 oi o i=e R i  (1.7.132) 

ここで， oie が pR により回転されて ie になったとすると， 

 i p oi p o i= =e R e R R i  (1.7.133) 

となり， p o=R R R を得る．これに対し， pR という回転が，

座標系 oR 内で考えたものであったとしたら，つまり，座標

系R は， oR で見ると pR と見えるとしたら， 

のような表現を用いることにする． 
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 i o pi=e R e  (1.7.134) 

となる．したがって， 

 
( )i i o pi i

i i

o pi i o p
i

= Ä = Ä

= Ä =

å å
å

R e i R e i

R e i R R
 (1.7.135) 

となって， o p=R R R を得る．つまり， pR という回転を，

IR でみたときの回転とみるか， oR でみたときの基底マトリ

クスとみるかで式が異なる．通常，回転と言えば前者を思い

浮かべると思うが，例えば物体に取り付けられた座標系の中

で，物体がどう回転するかを見たい場合には後者となる．つ

まり，どこから見るかでものごとは違って見えるのである． 

1.7.9. Euler parameter の加算 

1.7.8 節では複数回転について触れた．そこで，せっかく

なので，ここでは複数回転による Euler parameter の加算演

算について述べておこう． 
Euler parameterq で表される姿勢に，Euler parameter が

Dqで表される回転が加わることにより，Euler parameter が
q で表される姿勢になったとする．つまり， 

 ( ) ( ) ( )D=R q R q R q    (1.7.136) 

ただし， 

 , ,
o o oq q qD

D
D

é ù é ù é ù
ê ú ê ú ê ú= = =ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê úë û ë û ë û

q q q
q q q

    (1.7.137) 

とする．このとき，次式の関係が成り立つ（Quaternion を用

いれば容易に証明できる）． 

 
o o o

o o

q q q

q q

D D
D D D

é ù é ù- ⋅ê ú ê ú= =ê ú ê ú+ + ´ê ú ê úë û ë û

q q
q

q q q q q
  (1.7.138) 

他の有限回転パラメータではこのような簡単な式を得るこ

とは難しい．この点も，Euler parameter がよく使われる理

由の一つとなっている． 

E.32 Euler parameter の加算 
式(1.7.138)を証明しなさい． 

 

1.7.10. 修正 Rodriguez ベクトルの加算 

Euler parameter の増分関係式(1.7.138)を用いると，修正

Rodriguezベクトル 3b の増分関係式も導くことができる．実

際， 

 3
1

oq
= qb  (1.7.139) 

であるから， 

 3
2 2

3 3

1 1
,

1 1
oq = =

+ +
q b

b b
 (1.7.140) 

である．したがって， 

 
3

3 3 3 3

3 31

o o

o o

q q

q q

D D D

D D
D D

D

+ + ´
=

- ⋅
+ + ´

=
- ⋅

q q q q

q q
b

b b b b

b b

 (1.7.141) 

 
6 空間内の任意の 2 つの異なる点を，それぞれ共通部分を持たない別々の開近傍で分ける

ことができる空間． 

1.8. 微分幾何学による力学の解釈 
 
解析力学の本を読もうとすると， 初に出てくるのが多様

体（manifold）や，ベクトル場（vector field），ベクトルバ

ンドル（vector bundle）であろう．そして，そういった微分

幾何学に基づいて工学問題（力学や制御工学）を記述する方

法は幾何力学（geometric mechanics），あるいは幾何制御

（geometric control）と呼ばれ，今後，力学や制御の主流に

なっていっていくと個人的には期待している．ただ，この世

界は奥が深く，分厚い本が何冊も書けるような内容であるの

で，本書では深くは立ち入らない．詳細は，例えば文献[3]～
[6]あたりを参照してほしい（ネットでも，例えば文献[7]など

をはじめ，多くの文献が検索できる）． 
ただし，幾何力学の考え方は，Gossmaer multi-body 

dynamics を理解する上で重要であるので，以下では，その

もととなる多様体やベクトル場，座標系の概念について，文

献[3]を参考に，少しだけ紹介する． 

1.8.1. 多様体と局所座標系 

多様体をM と書くと，M が rC 級微分可能な場合， rC 級

微分可能多様体と呼ぶ． その定義は次の通りである． 
 

rC 級微分可能多様体M とは次の条件を満たす点の

集合である． 

1) ハウスドルフ空間6であり，M 上の任意の点で開近

傍U を定義することができる． 
2) 開近傍U から，ある次元の Euclid 空間（m次元

Euclid 空間 m とする）への開集合V への同相写

像7 :U Vf  が存在する． 
ここで，ペア ( , )U f を座標近傍と呼ぶ．また，U

上の点 Q と mV Î  の座標と のf による対応付

け 1 2(Q) ( , , , )mq q qf =  を 局 所 座 標 系 （ local 
coordinate system ） ， mV Î  で の 座 標

1 2( , , , )mq q q を局所座標と呼ぶ． 
3) 二つの座標近傍 ( , )Ua af と ( , )Ub bf が重なり合う

部分では，その中の点Q U Ua bÎ Ç は二通りの座

標系 

 1 2 1 2(Q) ( , , , ) , (Q) ( , , , )m mq q q q q qa bf f= = 

 (1.8.1) 

 で表されるが，その際，写像 1
b aj f f-º  で与えら

れる座標変換 

 : : { } { }i jV V q qa bj    (1.8.2) 

 を 1 1( ) ( ) ( ( )) (Q)b a b a bj f f f f f- -= º = =q q q q と

表したとき（図 1.14），関数 

 1 2( , , , ) ( 1,2, , )k k mq q q q k mj= =   (1.8.3) 

 は rC 級である． 

7 全単射で，連続で，逆写像も連続な写像． 
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図 1.14 多様体と局所座標 

 
例えば，運動領域に何の条件も付加されておらず，三次元物

理空間 3R 内を自由に運動できるのであれば，多様体M は
3R そのものに対応する．また，質点がある曲面上を運動す

る場合，その曲面が多様体M に対応しており，局所座標系と

は，その曲面上に描かれた格子状のメッシュであるとイメー

ジすればわかりやすいだろう（図 1.15）．座標近傍という概

念を導入することで，我々が通常よく行なっている，「多様

体と，局所座標系が成す Euclid 空間内との同一視」の数学

的意味がより明確になったであろう． 
なお，局所座標は，解析力学では一般化座標（generalized 

coordinate），あるいは，配位座標（configuration variable）
とも呼ばれる．また，力学では，配位空間（configuration space）
を多様体として捉え，理論構築をしてゆく．その意味で，多

様体M は配位多様体とも呼ばれる．このあたりの理論は，用

語の意味も含めて，後の章で学ぶことになる． 
常識的な力学問題は全て多様体上の運動と捉えることが

でき，多様体に関する数学理論を用いることで，力学を数学

的に厳密に記述することが可能となる．実際，物体が運動す

る空間を Euclid 空間と同一視して考えてゆく際の様々な手

法は微分幾何学を基礎としており，工学の研究者は，数学を

実問題に適用して問題を解決してゆくという醍醐味を味わ

うことができる（筆者が数学者ではなく工学の研究者になっ

た理由はここにある）． 

 
図 1.15 多様体と Euclid 空間の同一視 

 

1.8.2. 速度ベクトル場と接バンドル 

そして，もう一つ重要な考え方は，多様体の接空間

（tangent vector space）としての速度ベクトル場である． 
点がある多様体上を運動する場合，速度ベクトルはその点

における多様体の接空間に含まれるはずである．例えば，曲

 
8 余接空間とは，運動量など，接空間のベクトル（速度ベクトル）に対応した量（コベク

面上を運動する質点の速度ベクトルは，当然のことながら，

その曲面の接線ベクトルになっているわけで，必ずその点に

おける曲面の接平面内にある（図 1.16）． 

 
図 1.16 接空間 

多様体M 上のある点 P における接空間を PT M と書くと，

この接空間は，当然のことながら，M 上のどの点で定義され

ているかでそれぞれ異なったものになる（図1.16において，

PT M と QT Mは明らかに異なったものである）．つまり，接

空間といっても，何か一つの空間があるということではなく，

実は，多様体上の点と接空間とのセットで定義されるものな

のである．この意味で，（多様体上の点）×（接空間）のペ

アを集めたものが一つの集合を成すと考えることができる．

これが，接バンドル（tangent bundle）である（通常， TM

と書く）． 
なお，大雑把に言えば，接空間とはその瞬間の点の移動可

能空間とみなすことができ，図 1.16 はそれを明瞭に表して

いるので，是非この図を頭の中に置いておいてほしい．] 
一般に，解析力学の理論は，接バンドルと，それに対応し

た余接バンドル，すなわち，（多様体上の点）×（余接空間）

のペアを集めた集合とを用いて，座標系に依存しない形式で

表現することができる8． 
見通しをよくしたり理解を深めたりするという観点から

は，理論というものはできるだけ座標系やその成分に依存し

ない形で表現した方がよい．また，数値計算をする場合，用

いる座標系に計算精度が依存することが多いことや，近似解

を求める際にはより一般的な理論をもとに近似理論を構築

する方が近似の理論的解釈をしやすいことなどからも，如何

にして座標系フリーな理論を構築するかが，力学理論を工学

に適用する上で重要になると考えられる． 

1.9. 変形の数学モデル 
 
物体内の任意の点の位置を記述できれば，それをもとに変

形を記述することができる．しかし，第 2 章で述べる通り，

変形を予め制限する条件を付加する場合がある． 
例えば，剛体は「変形をしない」という条件を付加した物

体であり，ケーブルやビームは「断面内は変形しない」とい

う条件を付加した物体であるし，シェルや膜は「厚さ方向に

は変形しない」という条件を付加した物体である． 
このような条件を付加するかしないかは，基本的には「何

をどの程度知りたいか」に依存する．逆に言えば，「何をど

の程度知りたいか」という要求と物体の数学モデルは整合性

のあるものでなければならない．解析者は常にこのことを念

頭に数学モデルを考える必要があるし，「なぜそのモデルで

よいのか？」という問いに対して常に瞬時に答えられるよう

にしておかなければならない． 
以下では，数学モデルの構築に必要となる考え方を整理す

る．単に知識としてこれらを吸収するだけではなく，「なぜ

トルと呼ばれる）を元とする空間である． 
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この数学が必要か？」，「なぜそういう表現を用いるのか」

といった問いに答えられるようになってほしい． 

1.9.1. 埋め込み座標系 

有限要素法（FEM），特に，幾何学的非線形性を有する非

線形有限要素法における要素内の様々な記述には，微分幾何

のちょうどいい例題と言えるくらい，微分幾何の知識を必要

とする．その一つに埋め込み座標系（embedded coordinate 
system）という考え方がある． 
埋め込み座標は局所座標とも呼ばれ，解析力学における局

所座標（配位変数）と混同しやすいが，両者は全く別のもの

である．FEM における配位変数は通常，節点変数であり，

埋め込み座標は物体内（要素内）の任意の点の三次元物理空

間 3R 内の位置を表現するための座標である．そして，物体

内の任意の点の物理量は，配位変数と埋め込み座標を用いて

表現される．つまり，FEM では，配位多様体M とそれを記

述する一般化座標q と三次元物理空間 3R の 3つで物事を考

えることとなる． 
別の言い方をすると，FEM をはじめ，物体の変形を考え

る理論においては，物体の内部領域全体を多様体とみなし，

多様体内の点，すなわち，物体内の任意の点の位置は，多様

体理論における局所座標，すなわち，埋め込み座標によって

記述される．つまり，解析力学では局所座標とは問題を記述

する未知数を意味していたが，変形理論においては，物体内

の点を記述するための埋め込み座標を意味する．FEM は変

形理論と解析力学の理論が混合しているので，多様体という

概念で物事を考える場合，どちらの立場で物事を見ているの

かを気にしながら話を進める必要がある． 
以上をもとに，変形を微分幾何学的に解釈したのが図 1.17

である． 

 
図 1.17 変形の表現 

多様体として，物体の参照状態M と現在状態N の二つあ

り，局所座標系として埋め込み座標系Q と絶対座標系 IR の

二つがある．変形は変換 f によって，次のように表せる． 

 ( )x f X=  (1.9.1) 

そして，M 上のある点 X の埋め込み座標系と，X に対応し

たN 上の点 x の埋め込み座標は等しい．したがって，M か

らQ への写像を QF ，N からQ への写像を Qf とすれば， 

 ( ) ( ( ))Q QX f XF f=  (1.9.2) 

である．ただ，こういった関係よりは，埋め込み座標から絶

対座標への写像が我々にとっては重要である．つまり， 

 1 1,
I IR Q R QY F F y f f- -º º   (1.9.3) 

の二つの写像を，局所座標と節点変数を用いてどう定式化す

るかがポイントとなる．これについては第 3 章で学ぶ． 
この節では変形理論の立場で物体を考えることにし，具体

的な例で埋め込み座標系についてみてゆく． 

1.9.1.1. 一次元要素 

細長い弾性体の変形を FEM で解析する場合，梁要素

（beam element）や棒要素（bar element）が用いられること

が多い．梁要素の場合，図 1.18 のように，梁に沿って埋め

込み座標系の座標軸や原点が動いている． 
一般に，埋め込み座標の原点には，梁の断面の中心（ここ

では点Ai ）をとり，梁の断面内に二つの直交する軸（ここ

では 1x 軸と 2x 軸）をとり，Ai と 1Ai+ を結ぶ直線に沿って第

三軸（ここでは 3x 軸）をとる（図 1.19）． 通常， 1x と 2x の

目盛は物理的長さに合わせて設定し， 3x は 30 1x£ £ ，ある

いは， 31 1x- £ £ ，あるいは，変形前の要素長さを  とし

て， 30 x£ £ と設定する（第 2 章で述べる通り，FEMで

は，ある参照状態を基準に座標系を設定し，参照状態から変

形後の状態への写像を，予め与えられた埋め込み座標と，

時々刻々変化する配位変数とで表す）． 

 
図 1.18 梁に埋め込まれた座標系 

 
図 1.19 埋め込み座標系と梁断面 

例えば二節点要素の場合，節点Ai と 1Ai+ の間の要素内の

位置ベクトルは，補間関数 3( )N Nl l x= （ただし，

, 1i il = + ）を用いて，例えば次のように表される． 

 3( )[ ]N l a l
l ax x= +x x e  (1.9.4) 

ただし，添え字l は節点番号を表しており，添え字a は埋め

込み座標軸の番号を表している．そして，例えば 3x の定義域
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を 31 1x- £ £ とした場合，通常は 

 
3 3

1 2
1 1

,
2 2

N N
x x- +

= =  (1.9.5) 

とおく．そして，節点位置ベクトル lx （あるいは，ある時

刻からの増分）と，直交マトリクス 1 2 3[ ]a a a a=R e e e を記述

するための有限回転ベクトル lb （あるいは，ある時刻から

の aR の回転増分を記述するための有限回転ベクトル）を配

位変数（節点変数）とすることが多い． 
なお，式(1.9.4)には二つの特徴がある．その一つは，次の

仮定を設定しているということである． 

A 梁の断面は変形後も変形しない（平面のままであり，

伸び縮みもしない）． 

なお，この仮定は，次の弾性力学の仮定から導かれたもので

ある．これらの詳細な意味については第 2 章で述べる． 

A1 断面内の応力 11 12 21 22( , , , )s s s s は微小であるとして無

視する． 
A2 断面内の変形は，断面内の応力が 0 になるように決定

されるべきであるが，変形は非常に微小であると考え

られるので，これを無視する． 

また，式(1.9.4)のもう一つの特徴は，単位ベクトルを線形補

間している点にある．このような補間では，補間されたベク

トルは単位ベクトルにはならない（図 1.20）．したがって，

このような補間近似が妥当であるか否かについては議論の

余地があるが，もし，要素内の任意の位置において基底ベク

トルの直交性を保証したければ，例えば，有限回転ベクトル

bを lb とで補間し，補間されたbを用いて直交マトリクス

1 2 3[ ]a a a a=R e e e を計算し， 

 N l a
l ax= +x x e  (1.9.6) 

とすることも考えられる．この方法は， lb がある短い間の

回転増分を表すベクトルであれば，物理的に問題にはならな

いであろう．しかし，ある固定された参照状態からの回転を

表すベクトルであると，問題が発生する場合がある（詳しく

は第 3 章で述べる）． 

 
図 1.20 単位ベクトルの線形補間 

次に，棒要素については，梁の仮定 A1，A2 に加えて，次

の仮定を用いる． 

A3. 合応力を計算する際，断面サイズの二次以上の項を無

視できる（これにより，曲げモーメント，捩りモーメ

ントは無視される） 
A4. 変形後も断面は中央軸に垂直である（Bernoulli- Euler

の仮定） 

これらの仮定により，合応力としては軸力だけ考慮すること

になり，断面の姿勢は系の運動に何ら影響を与えない．した

がって，有限回転ベクトル lb を配位変数にする必要はなく

なり，配位変数は節点位置ベクトル lx となる9． 

※ 運動（変形）自体はあくまでも三次元的であるのに，なぜ

梁要素や棒要素を一次元要素と呼んでいるかというと，

物体内の任意の点の状態量を表現するために必要な節点

変数が 3x 軸に沿ってのみ設定され，状態量の 1 2x x- 平面

 
9 なお，本書の主たる対象である Gossamer Structure においてはケーブル要素（cable 
element）がよく用いられるが，これは棒要素において圧縮応力を無視した要素であ

内の変化は予め仮定されている（断面内は変形しないと

仮定し， 3x 軸に沿った lx と lb だけが節点変数となって

いる）からである． 
※ 上記の議論は，仮定 A1～A2，あるいは A1～A4 が成り立

つ状況であれば，梁要素，あるいは棒要素を用いてもよい，

ということを述べている．逆に言えば，これらの仮定が成

り立たないような変形状況では梁要素や棒要素を用いて

はならない．FEM 解析の場合，このような視点でモデル

化することが重要である． 
※ なお，梁モデルには様々なものが提案されており，また，

数学モデルの定式化という意味ではとてもよい例になっ

ている．そこで，その詳細は Appendix E に記載した． 

E.33 補間と伸び歪 
式(1.9.4)，(1.9.5)の補間式を用いた場合について，曲率

がkである長さ の梁要素の歪を，中立軸からの距離 z の

関数として求Nl めなさい．ただし，伸び歪は次式で定義

する． 

 
2 d

d
e

x
º

x


 (1.9.7) 

1.9.1.2. ニ次元要素 

薄い平面や曲面は，シェル要素や平面応力要素といった二

次元要素でモデル化されることが多い．二次元要素では，次

のどちらかの仮定が用いられることが多い． 

A 変形後も板厚方向は変形しない（平面のままであり，

伸び縮みもしない）． 
A’ 変形後の板厚方向の変形は，面内（中立面）の変形に

よって決まる（面内の変形の関数として決まる）． 

いずれにしても，二次元要素では，面内の変形が記述できれ

ば，それによって物体全体の変形が記述できる． 
例えば，図1.21のような四節点四角形シェル要素の場合，

仮定 A を用いて，埋め込み座標系 1 2 3G x x x- - - を次のよ

うにしてつくることが多い．すなわち， 3x 軸を断面方向（中

立面に垂直な方向）とし，中立面内に 1x 軸と 2x 軸を用いる．

その際，各節点の埋め込み座標が次式のようになるよう， 1x
軸と 2x 軸の目盛を決める（図 1.22）． 

 
1 2 1 2

1 1 1 2 2 2

1 2 1 2
3 3 3 4 4 4

A : ( , ) ( 1, 1) A : ( , ) ( 1, 1)

A : ( , ) ( 1, 1) A : ( , ) ( 1, 1)

x x x x

x x x x

= - - = + -

= + + = - +
 (1.9.8) 

 
図 1.21 シェル要素のディレクタ 

 
図 1.22 シェル要素内の埋め込み座標系 

る．これについて後の章で詳しく述べる． 
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このとき，補間関数 1 2( , )N Nl l x x= （ {1,2, 3, 4}l = ）を用い

て，要素内の位置ベクトルは例えば次式のように与える． 

 1 2 3
3( , )[ ]

2

h
N

l
l l

l x x x= +x x e  (1.9.9) 

ただし，hl は節点l における板厚であり， 

 1 2 31 , , 1x x x- £ £  (1.9.10) 

 
1 1 2 2(1 )(1 )

4
N l l

l
x x x x+ +

=  (1.9.11) 

さて，式(1.9.9)には二つの特徴がある．すなわち， 

1) 断面方向の単位ベクトル 3e を，節点での単位ベクト

ル 3
le を式(1.9.11)のように双線形補間している．これ

により，17 節の一次元要素の場合と同様， 3e は単位

ベクトルではなくなる． 
2) 位置ベクトルの記述には l

ae は必要なく， 3
le があれば

よい（ 3
le はディレクタ（director）と呼ばれる）． 

特徴 2)は重要なことを意味している．すなわち，例えば

1 2 3[ ]l l l lºR e e e で正規直交系を構成するには三つの独立な

パラメータが必要であるが， 3
le だけであれば，パラメータは

二つしか必要ない（一つの単位ベクトルを記述するには，三

つのベクトル成分が必要であるが，長さが であるという拘

束条件が付帯するので，独立な成分は二つである．このこと

からも，パラメータは二つで十分であることがわかる）．実

際， 3
le 軸まわりに回転しても， 3

le 軸自身は変化しないので，

補間近似には何ら影響を与えない．つまり， 3
le 軸まわりの回

転自由度（drilling degree of freedom と呼ばれる）は必要な

いのである． 
したがって，節点変数は，位置ベクトル lx の三つの成分

と， 3
le を記述するための二つのパラメータの計 5つとなる．

つまり，各節点の自由度は ということになる．この 5 自由

度に対して節点変数をどう定義するかについては第 3 章で

述べることにするが，基本的には節点位置ベクトル lx （あ

るいは，ある時刻からの増分）の三つの成分と， lR を記述

するための何らかの有限回転ベクトル lb の三つの成分のう

ちの二つの成分を節点変数にする（残りの成分は強制的に 0
にするなどの処理をする）ことが多い10． 
なお，仮定 A は次の仮定から導かれたものである． 

A1 断面方向の垂直応力 33s は微小として無視する． 
A2 断面方向の変形は，断面方向の垂直応力が 0 になるよ

うに決定されるべきであるが，変形は非常に微小であ

ると考えられるので，これを無視する． 

次に，平面応力要素は，棒要素の二次元版のようなもので

あり，次の仮定を設ける． 

A3. 合応力を計算する際，断面サイズの二次以上の項を無

視できる（これにより，曲げモーメント，捩りモーメ

ントは無視される） 
A4. 変形後も断面は中央軸に垂直である（Kirchhoff- Love

の仮定） 

これらの仮定により，合応力としては軸力だけ考慮すること

になり，断面の姿勢は系の運動に何ら影響を与えない．した

がって，有限回転ベクトル lb を配位変数にする必要はなく

なり，配位変数は節点位置ベクトル lx となる．これは一次

元要素の場合の棒要素と全く同様である11． 
この他にも，超弾性平面応力要素がある．超弾性要素にも

様々なものがあるが（詳細は第 3 章で述べる），例えば，非

圧縮超弾性平面応力要素の場合，面内の変形に応じて，体積

 
10 drilling dgree of freedom も加えて 6 自由度にして定式化することもできる（余剰自由

度の処理を適切に行なうことで可能となる）． 
11 なお，本書の主たる対象である Gossamer Structure においては膜要素（membrane 

が変化しないように断面方向の変形が決まるので，仮定 A
を用いることはできず，仮定 A’を用いることになる．そし

て，この仮定により，歪エネルギ関数は面内変形だけで記述

できるようになり，やはり，有限回転ベクトル lb を配位変

数にすることなく，定式化が可能となる． 
さらに，実は，仮定 A3 を用いず，A1，A2，A4 のみを用

いる場合もある．この場合，仮定 A4 より，ディレクタの方

向は面内変形によって一意に決定される．すなわち，次のよ

うに補間することができる． 

 1 2 1 2 3 1 2
3

1
( , ) [ ( , ) ] ( , )

2
N N hl l

l lx x x x x x x= +x x e  (1.9.12) 

ただし， 

 1 21 2
3

1 2

, ( , )
Nl l

a a
x x

x
¶ ´

º =
¶ ´

g g
g x e

g g

 
 

 (1.9.13) 

この場合も，配位変数は lx だけでよく，有限回転ベクトル
lb は必要ない．ただし，式(1.9.13)からもわかる通り，ディ

レクタの記述のために外積やベクトルの絶対値が必要とな

り，定式化は煩雑になる（実際，FEM ではこれらの式を lx
で二階微分する必要があり，かなり骨が折れる）． 

※ FEM で埋め込み座標の範囲を 1 1ix- £ £ にするのは，

Gauss 積分を容易に適用できるからである． FEM は弱形

式を用いて支配方程式を定式化するが，その際，積分の精

度を考慮し，多くの場合，Gauss 積分を用いる．それゆえ，

埋め込み座標の定義域を 1 1ix- £ £ とするのである． 

1.9.1.3. 三次元要素 

三次元要素の場合には，要素内の位置ベクトルは節点の位

置ベクトルで単純に線形補間する場合が多い． 

 1 2 3( , , )N l
l x x x=x x  (1.9.14) 

例えば，八節点六面体要素であれば， 

 1 2 31 , , 1x x x- £ £  (1.9.15) 

1 2 3 1 2 3
1 1 1 1 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3
3 3 3 3 4 4 4 4

1 2 3 1 2 3
5 5 5 5 6 6 6 6

1 2 3 1 2
7 7 7 7 8 8 8

A : ( , , ) ( 1, 1, 1) A : ( , , ) ( 1, 1, 1)

A : ( , , ) ( 1, 1, 1) A : ( , , ) ( 1, 1, 1)

A : ( , , ) ( 1, 1, 1) A : ( , , ) ( 1, 1, 1)

A : ( , , ) ( 1, 1, 1) A : ( ,

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x

= - - - = + - -

= + + - = - + +

= - - + = + - +

= + + + 3
8, ) ( 1, 1, 1)x = - + +

 

 

 (1.9.16) 

として，補間関数は次式のように表現できる． 

 
1 1 2 2 3 3

1 2 3 (1 )(1 )(1 )
( , , )

8
N l l l

l
x x x x x x

x x x
+ + +

=  (1.9.17) 

 

element）がよく用いられるが，これは平面応力要素において圧縮応力を無視した要素

である．これについては後の章で詳しく述べる． 
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図 1.23 六面体要素内の埋め込み座標系 

1.9.2. 埋め込み座標系と共変基底ベクトル 

変形に伴う弾性力学の理論については第 2 章で述べるこ

とにするが，埋め込み座標系は基底ベクトルについて理解す

る上でちょうどいい例題であるので，ここでは，基底ベクト

ルの計算法についてだけ簡単に確認することにする． 

1.9.2.1. 一次元要素 

例えば，式(1.9.4)の場合，共変基底ベクトルは次式のよう

に書くことができる． 

 

3 3 3
[ ]

a

a

N

N

l
a la

l l a l

x

x
x x

ìï ¶ï = =ïï ¶ïíï ¶ ¶ï = = +ïï ¶ ¶ïî

x
g e

x
g x e

 (1.9.18) 

したがって，補間関数として例えば，式(1.9.5)を用いる場合

であれば，共変基底ベクトルは次式で計算できる． 

 

3 3

1 2

1 1 2 2

3

1 1

2 2

2 2

l l
a

a a
a a

x x

x x

ìï - +ï = +ïïïíï + +ï = - +ïïïî

g e e

x e x e
g

 (1.9.19) 

この式からもわかる通り，共変基底ベクトルを計算するため

には，当然のことながら，節点変数と埋め込み座標の値がわ

かっていないといけないし，つまりは，場所（埋め込み座標）

によって共変基底ベクトルは異なる． 

1.9.2.2. ニ次元要素 

例えば，式(1.9.9)の場合，共変基底ベクトルは， 

 

3
33

3 3

[ ]
2

2

N h

h
N

l
l l l

a

l
l

l

x
x

ìï ¶ï = +ïïï ¶íïïï =ïïî

g x e

g e

 (1.9.20) 

そして，補間関数として式(1.9.11)を用いるとすれば， 

 

3 3
3

3

1 1 2 2

3 3

(1 )
[ ]

4 2
(1 )(1 )

4 2

h

h

a a a l
l l l l

a

l
l l l

x x x
x

x x x x

- -ìï +ï = +ïïïíï + +ï =ïïïî

g x e

g e
 (1.9.21) 

 

1.9.2.3. 三次元要素 

例えば，式(1.9.14)の場合，共変基底ベクトルは， 

 i i

Nl l

x
¶

=
¶

g x  (1.9.22) 

そして，補間関数として式(1.9.17)を用いるとすれば， 

 
(1 )(1 )

8
( , , ) (1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)

ji j k k

i

i j k

l ll lx x x x x+ +
=

=

g x
 (1.9.23) 

 
E.34 共変基底ベクトルの計算 

 

1 2 3 4

5 6 7 5

1 1 2 1

0 1 0 1, , , ,

0 1 0 1

1 2 3 2

0 2 1 1, , ,

2 2 3 2

é ù é ù é ù é ù
ê ú ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú ê ú-= = = =ê ú ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú ê ú-ê ú ê ú ê ú ê úë û ë û ë û ë û
é ù é ù é ù é ù
ê ú ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú ê ú- -= = = =ê ú ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú ê úë û ë û ë û ë û

x x x x

x x x x

 (1.9.24) 

であるとき， 1 2 3( , , ) (0.5,0.2, 0.1)x x x = での共変基底ベクト

ルを，式(1.9.23)を用いて計算しなさい． 

1.9.3. テンソル 

テンソル（tensor）については巷の参考書（文献[8]，[9]な
ど）に譲るとして，ここでは，ベクトルが一階のテンソルで，

n 階のテンソルを m 階のテンソルに線形写像するのが

( )m n+ 階のテンソルと理解しておけばよいだろう．例えば，

ベクトルをベクトルに写像するのが二階のテンソル，ベクト

ルを二階のテンソルに写像するのが三階のテンソル，二階の

テンソルを二階のテンソルに写像するのが四階のテンソル

である．二階のテンソルの場合，例えば，テンソルAによっ

てベクトルx とy とが 

 =x Ay  (1.9.25) 

と変換される．ここで，例えば， 

 ,i j
i jx y= =x g y g  (1.9.26) 

と分解すると，両者の関係が線形写像であることから， 

 i ij
jx A y=  (1.9.27) 

となる ijA が存在し，このとき， 

 ij
i jA= ÄA g g  (1.9.28) 

とおけることがわかる．実際， 

 ( )ij j iA = ⋅Ag g  (1.9.29) 

とおけば，式(1.9.28)は満たされる．この結果は，x とy を

式(1.9.26)のように分解したことから得られたものであり，

違う分解の仕方をすれば，Aの形も変わる．実際， 

 

,

,

,

i i i j
i j j i

i j j i
i j i j

i i i j
i j ij

x y A

x y A

x y A

ìï = =  = Äïïïï = =  = Äíïïï = =  = Äïïî

x g y g A g g

x g y g A g g

x g y g A g g

 (1.9.30) 

一般に， ijA はAの反変成分， i
jA や j

iA は混合成分， ijA
は共変成分と呼ばれる．これは，例えば，絶対座標系の共変

基底ベクトル ii を用いて，Aを 

 ij
i jB= ÄA i i  (1.9.31) 

と分解したとすると，式(1.9.29)と同様に， 

 ( )ij j iB = ⋅Ai i  (1.9.32) 

となるが，このとき，式(1.9.29)と(1.9.26)より， 

 

[( ) ]

[ ( ) ]

( )( )

ij mn j i
m n

mn j i
n m

j i
mn j j mn

n m n m

B A

A

x x
A A

x x

= Å ⋅

= ⋅ ⋅

¶ ¶
= ⋅ ⋅ =

¶ ¶

g g i i

g i g i

g i g i

 (1.9.33) 

となって，反変成分の変換則(1.6.33)に従うからである． 

E.35 テンソルによる線形写像 
式(1.9.27)を満たす ijA が存在し， ijA は(1.9.29)で与えら

れることを証明しなさい． 
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E.36 基底ベクトルによるテンソルの表現 
Aが式(1.9.28)の形で表現できることを証明しなさい． 

E.37 テンソル成分の変換則 
式(1.9.33)にならい， i

jA ， j
iA ， ijA の変換則を導きなさ

い． 

1.9.4. Riemann 計量 

一般に微分可能多様体M において，その任意の点 x の接

空間 xT M に正定値二次形式 ,a a< > が定義された微分可能

多様体は Riemann 多様体（Riemann Manifold）と呼ばれ，

その二次形式は Riemann 計量（Riemann metric）と呼ばれ

る．そして，接ベクトルdx に関する二次形式が，局所座標
1[ , , ]n Tq q=q  によって， 

 ,dx dx d d< >= ⋅q A q  (1.9.34) 

と書けるとき，Aを計量テンソル（metric tensor）と呼ぶ． 
物体の変形を考える場合には，物体自体は Euclid 空間で

ある三次元物理空間 3R に存在するので，長さや内積といっ

た概念が元々存在し，内積は上記の二次形式の条件を満たす

ので，それをそのまま Riemann 計量とできる．実際，埋め

込み座標 ix を用いると，式(1.6.5)や(1.6.8)でもみた通り， 

 

1

2
1 2 3

3

[ ]i i
ii

d

dd d d d

d

x

xx x
x

x

é ù
ê ú¶ ê ú= = = =ê ú

¶ ê ú
ê úë û

x
x g g g g S x  (1.9.35) 

であるから， 

 ( )i j i j
i j i jd d d d d dx x x x⋅ = ⋅ = ⋅x x g g g g  (1.9.36) 

 ( ) ( ) Td d d d d d⋅ = ⋅ = ⋅x x S x S x x S S x  (1.9.37) 

となる．したがって， 

 

1 2 3 1 2 3

1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

[ ] [ ]
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ê ú⋅ ⋅ ⋅= ê ú
ê ú⋅ ⋅ ⋅ê úë û

g g g g g g

g g g g g g

g g g g g g

g g g g g g

G S S

 (1.9.38) 

と定義すれば， 

 d d d d⋅ = ⋅x x x G x  (1.9.39) 

となるので，G は計量テンソルである．また，G の成分は 

 [ ]ij i j ijgG = ⋅ ºg g  (1.9.40) 

となっているので，要するに計量テンソルは基底ベクトルの

内積を成分とするテンソルであることがわかる． 
また，この計量テンソル成分 ijg を用いると， 

 ( ) ( )j j j
ij i j j i i

j j j

g = ⋅ = Ä =å å åg g g g g g g g  (1.9.41) 

つまり， 

 j
i ijg=g g  (1.9.42) 

となって， ijg がわかっていれば，反変基底から共変基底へ

と簡単に変換できる．また，式(1.9.41)と(1.9.42)から， 

 
( ) [( ) ]

[ ]

i j i j i j
ij i j i j

j j
j j

g Ä = ⋅ Ä = Ä Ä

= Ä = Ä =

g g g g g g g g g g

Ig g g g I
 (1.9.43) 

となることがわかる．同様に， 

 , ,i i j j ij i j
j j i ig g gº ⋅ º ⋅ º ⋅g g g g g g  (1.9.44) 

と定義すれば，次式が成り立つことがわかる． 

 , ,i j j i ij
j i i j i jg g gÄ = Ä = Ä =g g I g g I g g I  (1.9.45) 

1.9.5. ストレッチテンソル 

二階のテンソルにもいろいろあるが，例えば，テンソルA
が，正規直交基底ベクトル ie と正数 il とを用いて， 

 i
i il= ÄA e e  (1.9.46) 

と書けた場合，Aをストレッチテンソル（stretch tensor）と

呼ぶ（ ie が正規直交系を成すので， i
i =e e である）．実際，

このAにより，ベクトル ie は 

 
( )

( )

j
i j j i

jj
j i j j j i ii

l

l l d l

= Ä

= ⋅ = =

Ae e e e

e e e e e
 (1.9.47) 

となって， il 倍に伸ばされる（ストレッチされる）．つまり，

il はベクトルの伸び率を意味する．また，この例からわかる

通り， ie はAの固有ベクトルであり， il は固有値となって

いる．いま， ie を基底ベクトルとする正規直交基底マトリク

スを VR とすれば， 
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と書け， 

 1 2 3det l l l=A  (1.9.49) 

となる．ここまで読めばわかる通り，ストレッチテンソルと

は，要するに正値対称テンソルのことである．ストレッチテ

ンソルは，物体の変形による主歪の計算の際に出てくる量で

ある（詳細は第 2 章にて述べる）． 

E.38 テンソルの対角化 
式(1.9.48)を証明しなさい． 

1.9.6. 微小平行六面体 

平衡方程式を導く際，弾性体内の微小平行六面体を考え，

これに作用する力を考えてゆくが，この節では，その準備と

基底ベクトルの計算練習を兼ねて，微小平行六面体の体積や

表面積を求めてみよう． 
まず， 1 2 3P( , , )x x x における微小平行六面体，すなわち，埋

め込み座標系S において 1dx ， 2dx ， 3dx の幅をもった平行

六面体の体積dv を求めてみよう． 

 
図 1.24 微小平行六面体 

図 1.24 からわかる通り，微小体積dv は， 
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となる．この結果は，三重積分における変数変換を行なう際

の計算を思い起こせば理解できるだろう． 
次に，各側面の法線ベクトルを求めてみよう．図 1.25 に

1
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2
2dxg

3
3dxg

P

1x

2x

3x



第 1 章 物体の表現 

 

おいて， 1 2x x- 平面に平行な側面の面積を 3ds ，単位法線ベ

クトルを 3n とすると， 

 3 1 2 1 2
3 1 2 1 2( ) ( ) ( )ds d d d dx x x x= ´ = ´n g g g g  (1.9.51) 

ここで，式(1.6.25)より， 

 3 3 1 2
3 (det )ds d dx x=n gS  (1.9.52) 

が成り立つことがわかる．同様に，次式が成り立つ． 

 

1 1 2 3 2 2 3 1
1 2(det ) , (det )ds d d ds d dx x x x= =n g n gS S  (1.9.53) 

これらの式から， 1g は 2 3x x- 平面の法線であり， 2g は
3 1x x- 平面， 3g は 1 2x x- 平面の法線であることがわかる． 
さて，式(1.9.52)，(1.9.53)より， 

 *
i

i i
i i i

i
ds ds ds= º

g
n g

g
 (1.9.54) 

ただし， *
ids は次式で定義されるものである． 

 * 1
i i

i
ds dsº

g
 (1.9.55) 

式(1.9.54)は第 2 章で平衡方程式を導く際に用いることにな

る．それから，式(1.9.50)と(1.9.52)，(1.9.53)より， 

 i i i
ids d dvx =n g  (1.9.56) 

が成り立つことがわかる．また，この式の絶対値をとると， 

 i i
ids d dvx = g  (1.9.57) 

が成り立つこともわかる． 

 
図 1.25 側面の法線 

E.39 微小平行六面体の体積計算 
E.34 において， 1 2 3( , , ) (0.5,0.2, 0.1)x x x = での detSを計

算しなさい． 

1.9.7. 微小三角錐 

物体内のある点を頂点とし，各座標軸方向を三本の斜辺と

し，各斜辺が 1dx ， 2dx ， 3dx の幅である三角錐を考えてみよ

う．底面の外向単位法線をn ，この三角形底面の面積の 2 倍

をds ， i jd dx x- 面の三角形の面積の 2 倍を kds とすると（た

だし， ( , , ) (1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)i j k = ），式(1.9.51)より， 

 
for ( , , ) (1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)

i j k
i j kds d d

i j k

x x= ´
=

n g g
 (1.9.58) 

また，図 1.26 から明らかな通り， 

 2 1 3 1
2 1 3 1( ) ( )ds d d d dx x x x= - ´ -n g g g g  (1.9.59) 

この式の右辺を計算し，式(1.9.58)を用いると， 
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n

 (1.9.60) 

となる．したがって，式(1.9.54)を用いれば， 

 *i
ids ds=n g  (1.9.61) 

となることもわかる．そして，この式から， 

 * * *jj
i i j j iids ds ds dsd⋅ = ⋅ = =g n g g  (1.9.62) 

つまり，次式が成り立つ． 

 * ( )i ids ds= ⋅n g  (1.9.63) 

また，この微小三角錐の体積をdv とすれば， 
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 (1.9.64) 

 
図 1.26 微小三角錐 

 

1.10. まとめ 
 
この章では座標系とそれに関連したベクトルやテンソル

の見方（見え方）について説明した．これは，物体の変形を

考える際，どの座標系で見ているのかをきちんと押さえてい

ないと，理論で導かれる式の物理的意味を理解することが困

難となってしまうからである． 
テンソル解析というと，共変成分や反変成分から成るテン

ソルを扱うのが一般的であるが，ここでは基底ベクトルや基

底マトリクスといったものの共変性や反変性について説明

したため，若干，違和感を持ったかもしれない．また，ベク

トルやテンソルの共変性，反変性については特に一般的な説

明はせず，単に絶対座標系と曲線座標系との間の変換則につ

いてのみ見てきた．本来なら任意の曲線座標系間の変換則を

論じるべきなのであるが，「どの座標系も一旦，絶対座標系

に戻して考えれば間違いがないはずだ」という考えの元，全

て絶対座標系との比較という観点から展開していった．絶対

座標系と比較することで，かえって一般的なことが分かりに

くくなるという問題もあるのだが，実際に構造ダイナミクス

解析をする上では絶対座標系と物体に埋め込まれた正規直

交座標系や曲線座標系との比較がほとんどであるので，構造

ダイナミクス解析をする上では問題ないだろう． 
なお，1.9.6 節や 1.9.7 節では計算練習も兼ねて，微小部分

の体積等の定式化を行った．第 2 章以降で平衡方程式などの

定式化を行ってゆく際には，こういった定式化の他にも微分

幾何学の基礎的な知識を必要とする定式化が数多く存在す

る．それらについては A.2 節を参照してほしい． 
後に，もしテンソルについてより詳細に理解したい場合
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には，文献[10]を読んでみるとよいだろう． 
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第2章 柔軟構造力学の基礎 
 
 

この章では，物体の変形や応力，歪をテンソル形式で表現する方法，および，エネル

ギ原理等，変分に関連した原理について解説する．単に FEM ソフト等で構造計算をす

るだけであれば，この章に示す理論を知らなくてもよいのかもしれない．しかし，研究

者としては，背景となる理論を熟知しておくことは必須であるし，計算結果を評価する

場合にも，理論を理解しておくことが肝要である．この章の内容は，まさに，非線形 FEM
を用いて物体の変形を解析する場合の基礎であるので，是非，理解してほしい． 

 
 

2.1. 変形の幾何学 
 
柔軟構造物の変形解析を行なうには，まず，変形を数式で

記述する必要がある．そこで，この節ではベクトル幾何を用

いた変形の記述法について解説する． 

2.1.1. 埋め込み座標系による変形の表現 

変形を記述するには，変形前と変形後の物体形状を同じ

“尺度”で測る必要がある．そこで，1.9.1 節で述べた通り，

物体に座標を 1 2 3( , , )x x x とする座標系Q を埋め込むこととす

る（図 1.17）．そして，変形前後の物体内の任意の点の位置

を絶対座標系 IR で見たときの位置ベクトルをそれぞれX
およびx と書くとすると，これらの点を埋め込み座標系で見

れば，どちらも次のように見える． 

 

1

2

3

x

x

x

é ù
ê ú
ê úº ê ú
ê ú
ê úë û

x  (2.1.1) 

したがって，X もx も x の関数とみなすことができる． 

 ( ) , ( )= =X X x xx x  (2.1.2) 

 
図 1.17 変形の表現（再掲） 

図 1.17 において，参照状態（変形前の状態）での物体を

表す多様体M および現在の状態の物体を表す多様体N を，

それぞれ
IRF および

IRf により絶対座標系に写像し，写像さ

れた物体（それぞれ， o およびとする）に，Y およびf
により埋め込み座標系Q を文字通り埋め込むと，図 2.1 のよ

うに描ける． o 内の任意の点Po が変形後にはP に移動した

とすると，絶対座標系 IR で見たときの変位は 

 ( ) ( ) ( )= -u x Xx x x  (2.1.3) 

となる．この章では，この変位u に伴って発生する様々な物

理量について考えてゆく． 

 
図 2.1 変形と座標系 

2.1.2. 共変基底ベクトルと反変基底ベクトル 

変形前後の共変基底ベクトルをそれぞれ iG ， ig とすれば， 

 ,i ii ix x
¶ ¶

= =
¶ ¶
X x

G g  (2.1.4) 

つまり，当たり前のことではあるが，共変基底ベクトルは変

形前と変形後のそれぞれで定義される． 
反変基底ベクトル iG ， ig も同様に次式で定義される． 

 ,i i i i
j j j jd d⋅ = ⋅ =G G g g  (2.1.5) 

後述する通り，これら共変基底ベクトルと反変基底ベクトル

が，歪や応力の定義に重要な役割を果たすことになる． 

2.1.3. 変形勾配テンソル 

物体の変形は変位u によって表現されるが，変形の性質

（歪など）を知るためには，u そのものよりは，次式で定義

される変形勾配テンソルF の方が重要な役割を果たす． 

 d d=x F X  (2.1.6) 

つまり，変形前の微小線素dX が変形後にどんな線素に回

転・伸縮するかを与えるのがF である（図 2.2）．F は次の
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ように表現できる． 

 i
i= ÄF g G  (2.1.7) 

歪はその物理的意味からいって，当然，F の関数となる．

FEM で変形解析をする場合，変位法（変位を未知数とする

手法）で解くことが多く，その場合，F で歪エネルギ関数を

記述し，その変分を計算して未知数である変位に関する変分

の形にすることで，平衡方程式を得ることになる． 
なお，dx からdX に引き戻す場合， 1d d-=X F x となるわ

けであるが，簡単な計算から次式が得られる． 

 1 i
i

- = ÄF G g  (2.1.8) 

 
図 2.2 微小線素の変形 

 
E.40 変形勾配テンソル 

式(2.1.7)を証明しなさい． 

E.41 変形勾配の逆テンソル 
式(2.1.8)を証明しなさい． 

2.1.4. 面積要素と体積要素 

応力を記述する際には微小面積要素やその法線ベクトル

について考える必要がある．そこで，微小面積要素の記述お

よび要素の変形について考えてみよう． 

 
図 2.3 微小平行四辺形の変形 

変形前の二つの線素 AdX および BdX ではさまれた微小

平行四辺形を考える（図 2.3）．この面積をdS ，単位法線ベ

クトルをN とすると，外積の定義より，次式が成り立つ． 

 A Bd d dS´ =X X N  (2.1.9) 

これらの線素が変形によりそれぞれ Adx および Bdx になっ

たとすると，式(2.1.6)より， 

 ,A A B Bd d d d= =x F X x F X  (2.1.10) 

となる．そして， Adx と Bdx ではさまれた微小平行四辺形の

面積をds ，単位法線ベクトルをn とすれば， 

 A Bd d ds´ =x x n  (2.1.11) 

以上の式を用いると， 

 
( ) ( )A B A Bds d d d d= ´ =n F X F X F X F X  (2.1.12) 

であるが，E.73 の 2)，すなわち，一般に， 

  1ˆ(det ) T- -=Ax A A xA  (2.1.13) 

が成り立つので， 
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 (2.1.14) 

したがって，式(2.1.12)より， 

 (det ) Tds dS-=n F F N  (2.1.15) 

を得る．これは Nanson の公式と呼ばれる． 
次に，微小体積の変化について考えてみよう．変形前のあ

る三つの線素 AdX ， BdX ， CdX ではさまれた微小平衡六面

体の体積をdV とし，それが変形により Adx ， Bdx ， Cdx と

なって，体積がdv となったとすると， 

 ( ) , ( )A B C A B CdV d d d dv d d d= ´ ⋅ = ´ ⋅X X X x x x  (2.1.16) 

であるから，F の定義から明らかな通り， 

 (det )dv dV= F  (2.1.17) 

となる．つまり， detF は体積膨張率を表す． 
なお，なぜ，この節で式(2.1.15)や(2.1.17)を示したかと言

えば，これらは，変形前の座標系で記述した微小部分と変形

後の座標系で記述した微小部分との対応を与えるものだか

らである．FEM は問題を弱形式にして近似的に解を求める

方法であるが，弱形式にすることで，積分計算が必要となる．

その積分は，本来，変形後の座標系で計算すべきであるが，

変形前の座標系に変換することで，計算が容易になる．その

意味で，式(2.1.15)や(2.1.17)は計算上，重要な役割を持つ． 

E.42 体積変化 
式(2.1.17)を証明しなさい． 

2.1.5. 基底マトリクスと変形勾配テンソル 

変形前の基底マトリクス oQ と変形後のQ はそれぞれ 

 

1 2 3 1 2 3,i i
o i i

é ù é ù= = Ä = = Äê ú ê úë û ë û
G G G g g gQ G i Q g i (2.1.18) 

と表現できる．よって，E.75 の 4)より， 

 
( )( ) ( )i j i j

o i j j i

i j i
j i id

= Ä Ä = ⋅ Ä

= Ä = Ä =

FQ g G G i G G g i

g i g i Q
 (2.1.19) 

すなわち， 

 1
o
-=F QQ  (2.1.20) 

を得る．この関係は，次式からも直接導くことができる． 

 , ,od d d d d d= = =X Q x Q x F Xx x  (2.1.21) 

2Po

1Po dX

1P

2P

dx

o


1x

2x

3x

IR

oReference configuration

Current configuration 
1x

2x

3x

IR

Absolute coordinate

AdX

BdX dS

N
ds

Adx

Bdx
n
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2.1.6. 変形の正則性 

物体は変形しても完全に潰れてしまうことはない．例えば，

直方体の物体が潰れて平面になることは有り得ない．また，

変形しても大きさが無限大になることはない．このことは，

式(2.1.17)より，次のように表現される． 

 det 0 , det> < ¥F F  (2.1.22) 

また，式(1.9.50)，すなわち， 1 2 3(det )dv d d dx x x= Q ，および，
1 2 3(det )odV d d dx x x= Q より， 

 det 0 , det 0o> >Q Q  (2.1.23) 

とも表現できる．もちろん，式(2.1.20)から 

 
det

det
det o

=
Q

F
Q

 (2.1.24) 

であるので，この式と(2.1.23)からも式(2.1.22)は導かれる． 
FEM においてはQ の正則性は非常に重要な問題となる．

実際，柔軟構造物は，その名の通り，非常に柔軟で変形しや

すい構造物であるので，要素が潰れてしまいやすい．そして，

要素が潰れると，det 0<Q となる．また，detF が大きくな

りすぎる（ det oQ に比べて detQ が大きくなる）と，線形な

応力―歪関係を仮定することに無理が生じてくる．したがっ

て，それらの状況に陥らないよう，有限要素メッシュを適切

に分割する等の工夫が必要となるし，これらをチェックしな

がら計算を進める必要がある． 

2.1.7. 変形勾配の極分解定理 

変形勾配テンソルの定義式d d= ⋅x F X からわかる通り，

F は物体の変形そのものを表すテンソルである．一般に，変

形は剛体回転と伸縮で表すことができる．これは，数学的に

はF の極分解定理（polar decomposition theorem）に帰着さ

れる．極分解定理とは，回転テンソル FR （すなわち，
T T

F F F F= =R R R R I を満たす FR ）と，ストレッチテンソ

ルU および （1.9.5 節，すなわち， T=U U ，を満たすU ，
T=V V を満たすV ）を用いて，F が 

 ,F F= =F R U F VR  (2.1.25) 

と一意に書ける，というものである．つまり，任意の変形は

「はじめにストレッチU を加え，その後に剛体回転 FR を

加える」ことでも実現できるし，「はじめに剛体回転 FR を

加え，その後にストレッチV を加える」ことでも実現できる

のである．式(2.1.25)より，次式が成り立つ． 

 2 2,T T= =F F U FF V  (2.1.26) 

よって，F がわかれば，これらの式からU やV を求めるこ

とができる．なお，式(2.1.25)から明らかな通り， 

 det det det= =F U V  (2.1.27) 

となる．また，ストレッチテンソルの固有値は変形前から変

形後への伸び率を表す（1.9.5 節参照）ので，変形が大きくな

ければ三つの固有値はどれも 1 に近い値となるはずである．

よって， detF も 1 に近い値になるはずである． 
極分解定理自体は，正値な正方マトリクスの性質を述べて

いるに過ぎないが，結局，これを物体の変形に当てはめると，

重要な意味を持ってくるのである．また，構造解析をする際

には，我々は物体の純粋な変形（剛体変位を除いたもの）を

必要とするので，F が与えられる（あるいは，簡単に計算で

きる）系においては，式(2.1.26)によって剛体回転を除去で

きるというのは，とてもありがたい．後述する Green-
Lagrange 歪が多くの研究者やソフトウェア・メーカーで用

いられているのはこのことが大きい． 

2.2. 応力 
 
柔軟構造解析とは，すなわち，応力解析である．この節で

は，応力の表現と平衡方程式について解説する． 

2.2.1. Cauchy 応力 

変形後の物体内のある点を頂点とし，各座標軸方向を 3 本

の斜辺とし，各斜辺が 1dx ， 2dx ， 3dx の幅に対応した三角錐

を考えてみよう（図 2.4）．底面の外向単位法線をn ，この

面の面積の 2 倍をds ，この面に作用する単位面積当たりの

力を nt とする．また，各斜面についても， 2 3i id dx x- 面の三

角形の面積の 2 倍を ids ，この面に作用する単位面積当たり

の力を it とする（ただし， 2 3( , , ) (1,2, 3),i i i =  
(2,3,1), (3,1,2)）．

nt や it は変形後の微小面積を基準とした応力と言え，

Cauchy 応力ベクトルと呼ばれる． 

 
図 2.4 微小三角形の力の釣合 

この微小三角錐の力の釣り合いから， 

 
2 2

in ids ds
dvr- + =t t f 0  (2.2.1) 

が成り立つ．ただし，r は単位体積あたりの質量，f は単位

質量あたりの物体力，dv は微小三角錐の体積である． 
ここで，式(1.9.55)で定義した微小面積 *ds を用いると， 

 * *
*

i i i i
i i ids ds ds= ºt t g t  (2.2.2) 

と書ける．ただし， 

 *
i i iºt t g  (2.2.3) 

式(2.2.1)に(2.2.2)，(1.9.63)，(1.9.64)を代入すると， 

 
*

1
1* *

1
2 ( ) 2 ( )

6
in i i

i
ds dv

d
ds ds

r r x= - = ⋅ - ⋅t t f n g t f n g


 (2.2.4) 

したがって， 1 0dx  のとき， 

 *( )n i
i= ⋅t n g t  (2.2.5) 

となる．ここで， jiT を次式で定義する． 

 *
i ij

jT=t g  (2.2.6) 

このとき， 

 *
k i k ij k ij ik

j j
j j

T T Td⋅ = ⋅ = =å åg t g g  (2.2.7) 

つまり， 

 * ( ) ( )jji i i j j i j i jT = ⋅ = ⋅ = ⋅g t g t g n t g g  (2.2.8) 

である．この jiT を用いて，Cauchy 応力テンソルT を 

 ji
i jTº ÄT g g  (2.2.9) 

と定義する．このとき，式(2.2.8)より， 

V

P
1

1dxg

2
2dxg

3
3dxg

n

1x

2x
3x

nt

2

ds

2

2
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2-t



第 2 章 柔軟構造力学の基礎 

―27― 

 * *

* *

( ) [( ) ]

[( ) ] [ ]

j ji i
i j i j

j ji
i j j

= ⋅ Ä = ⋅ Ä

= Ä Ä = Ä

T g t g g g t g g

g g t g It g
 (2.2.10) 

つまり， 

 *
i ii

i i= Ä = ÄT t g t gg  (2.2.11) 

となる．そして，式(2.2.5)より， 

 * *( ) ( )n i i
i i= ⋅ = Ä =t n g t t g n Tn  (2.2.12) 

つまり， 

 n =t Tn  (2.2.13) 

を得る．この式は非常に重要なことを物語っている．すなわ

ち，ある面に作用する Cauchy 応力は，Cauchy 応力テンソ

ルにその面の単位法線を掛ければ求まるのである！ 

2.2.2. 平衡方程式 

図 2.5のように，物体内の点 1 2 3( , , )o o ox x x から， 1x 方向に 1dx ，
2x 方向に 2dx ， 3x 方向に 3dx の幅をもった微小平行六面体に

作用する力の釣り合いを考えると，次式を得る． 

 
i

i i i
i ii

d ds ds dvx r
x

æ ö¶ ÷ç ÷ç + - + =÷ç ÷÷ç ¶è ø

t
t t f 0  (2.2.14) 

 
図 2.5 微小平行六面体の力の釣合 

ここで，式(2.2.13)より， 

 1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )i i
o o ox x x x x x x x x= ⋅t T n  (2.2.15) 

であり， 1 2 3( , , )i
o o ox x xn は 1 2 3( , , )x x x に依存しないので， 

 
i

i
i ix x

¶ ¶
=

¶ ¶
t T

n  (2.2.16) 

となる．したがって，式(2.2.14)より，次式を得る． 

 i i
ii

ds d dvx r
x

¶
⋅ + =

¶
T

n f 0  (2.2.17) 

これに，式(1.9.56)を代入すると，次式を得る． 

 i
i

dv dvr
x

¶
+ =

¶
T

g f 0  (2.2.18) 

これに，nabla の定義式(A.2.7)を代入すると，  

 ( )T dvr⋅ + =T f 0  (2.2.19) 

次に，点 1 2 3( , , )o o ox x x を基準としたモーメントの釣り合いは， 

 

1
( ) ( )

2
1

( )
2

1

2
for ( , , ) (1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)

j k i
j k i

i
i j k i i

i j k ii

i
i

d d ds

d d d d ds

d dv

i j k

x x

x x x x
x

x r

+ ´ -

é ùæ öé ù ¶ ÷çê úê ú ÷ç+ + + ´ + ÷ê úçê ú ÷÷ç ¶è øê úë û ë û

+ ´ =

=

g g t

t
g g g t

g f 0

 (2.2.20) 

整理すると， 

  (2.2.21) 

これに，式(1.9.57)を代入すると， 

 

1
( )

2

1

2

i
j k i

j k ii

i
i i i i

i i ii

d d d ds

d d ds d dv

x x x
x

x x x r
x

é ù¶ê ú+ ´ ê ú¶ê úë û
æ ö¶ ÷ç ÷ç+ ´ + + ´ =÷ç ÷÷ç ¶è ø

t
g g

t
g t g f 0

 (2.2.22) 

つまり， 

 

1
( )

2

1

2

i
j k i

j k i

i
i i i i

i ii

d d

d d

x x
x

x x r
x

é ù¶ê ú+ ´ ê ú¶ê úë û
æ ö¶ ÷ç ÷ç+ ´ + + ´ =÷ç ÷÷ç ¶è ø

t
g g g

t
g t g g f 0

 (2.2.23) 

となり， 0idx  の極限をとることにより，次式を得る． 

 i i
i ´ =g t g 0  (2.2.24) 

これに，式(2.2.3)と(2.2.6)を代入すると，次式を得る． 

 *
i i i ji

i i i jT´ = ´ = ´ =g t g g t g g 0  (2.2.25) 

これを整理すると， 

 ij jiT T=  (2.2.26) 

つまり，T は対称テンソルである．したがって，式(2.2.19)
より， 
 

 ( )dvr⋅ + =T f 0  (2.2.27) 

あるいは，次の平衡方程式を得る． 

 r⋅ + =T f 0  (2.2.28) 

 
E.43 正規直交系の応力テンソル 

局所座標系Q および oQ が正規直交系であるとき， ijT
は何を意味しているか？ 

E.44 正規直交系の平衡方程式 
局所座標系Q が正規直交系であるとき，平衡方程式

(2.2.27)を成分で書き下しなさい． 

2.2.3. Cauchy 応力と座標系 

今までは，物体 o が変形してになり，それにより，応

力T が発生したと考えたが，この後，さらに物体がある剛体

回転R を引き起こしたと想像してみよう．この場合，T は

どう変わるであろうか？ 
この問いに答えるには，式(2.2.13)を用いるのが もよい

だろう．なぜなら，この式が，T の物理的意味を定義する式

だからである．式(2.2.13)において，この剛体回転により nt

2
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およびn は次のように変換される． 

 ,n n n
R Rº ºt t Rt n n Rn   (2.2.29) 

したがって，次式が成り立つ． 

 n T
R R= =t RTn RTR n  (2.2.30) 

よって，この剛体回転によりT は次のように変換される． 

 T
R =T T RTR  (2.2.31) 

これが，Cauchy 応力の変換則となる． 
さて，式(2.2.13)は Cauchy 応力ベクトルと法線ベクトル

という，幾何学的に定義されるベクトルの関係を表すものな

ので，この式で幾何テンソルとしての Cauchy 応力テンソル 
を定義できる．すなわち， n n

It R= t  ， In R= n として， 

 nt Tn=  (2.2.32) 

と表現できる．この式を用いれば，座標系の変更に伴う

Cauchy 応力テンソルの変換則も，今回のような剛体回転に

よる変換則も求めることができる．このように，どんな座標

系でも必ず成り立つ幾何学的な関係で定式化されたものは

非常に有用なものとなる． 
次に，応力成分 ijT について考えよう．剛体回転後の応力

テンソル成分を ij
RT ，共変基底ベクトルを Rig と書くと， 

 ij
R Ri RjRT= ÄT g g  (2.2.33) 

となる．また，明らかに， 

 Ri i=g Rg  (2.2.34) 

である．ここで，式(2.2.31)と E.75 の 7)より， 

 
( )

( ) ( )

T ij T
R i j

ij ij
i j Ri Rj

T

T T

= = Ä

= Ä = Ä

T RTR R g g R

Rg Rg g g
 (2.2.35) 

となるので，式(2.2.33)より， 

 ij ij
RT T=  (2.2.36) 

となることがわかる．つまり，剛体回転によって，Cauchy 応

力成分は変化しない．これは，「剛体回転があっても応力は

変わらない」という我々のイメージ通りの結果である． 

2.2.4. 第二 Piola-Kirchhoff 応力テンソル 

Cauchy 応力テンソルT は剛体回転により式(2.2.31)のよ

うに変換された．しかし，例えばある二つの荷重条件での応

力場を比較したい場合，変形後の状態（座標系）での応力場

での比較では，両者の形状が異なるため，比較がしにくい．

そこで，Cauchy 応力テンソルを何らかの変換則で変形前の

状態（座標系）に引き戻して記述すれば，変形前の形状，す

なわち，同一形状で応力場の比較ができるので，比較がしや

すい．そこで，変形前の状態に引き戻すことを考えてみよう． 
Cauchy 応力テンソルを導く際には，変形後の微小面積要

素ds に作用する力 ndst 考えた．そこで，この力を変形前の

微小面積要素dS に引き戻してみよう． 
一般に，変形前の微小線素dX が変形後にdx になったと

すると，d d=x F X が成り立つので， 1d d-=X F x となる．

このことから，変形後にa であったベクトルを変形前の状態

に対応させるには， 1-F a にすればよい．そこで，  

「微小面積要素dS に 1 nds-F t だけの力が作用する」 

と想定する．ここで，Cauchy 応力テンソルの場合， n =t Tn
であったので，求めるべき応力テンソルをS とすると，dS
に作用する力は dSSN と表現されるべきであり， 

 1 ds dS- =F Tn SN  (2.2.37) 

が得られる．これに，式(2.1.15)を代入すると， 

 1 (det ) T dS dS- - =F T F F N SN  (2.2.38) 

すなわち，次式を得る． 

 1(det ) T- -=S F F TF  (2.2.39) 

このテンソルS を第二 Piola-Kirchhoff 応力テンソルと呼ぶ．

ここで，式(2.1.8)，すなわち， 1 i
i

- = ÄF G g より， 

 (det ) ij
i jT= ÄS F G G  (2.2.40) 

よって，S の成分を ijS とすれば，次式を得る． 

 ij
i jS= ÄS G G  (2.2.41) 

 (det )ij ijS T= F  (2.2.42) 

この式からわかる通り， ijT の対称性により， ijS も対称であ

ることがわかる．したがって，S は対称テンソルとなる． 
さて，この変形にさらに剛体回転R が加わったと想像し

てみよう．この場合，共変基底ベクトル ig は Ri i=g Rg に変

換されるので，変形勾配テンソルは， 

 ( )i i
i R i= Ä = Ä =F g G F Rg G RF  (2.2.43) 

と変換される．よって，式(2.2.40)と(2.2.36)より， RS は 

 
(det )

(det )

ij
R R i jR

ij
i j

T

T

= Ä

= Ä =

S S F G G

F G G S


 (2.2.44) 

すなわち，もとのS のままである．すなわち，S は剛体回転

に依存しないことがわかる．これは，もともと，式(2.2.40)か
らわかる通り，S が変形前の基底ベクトルを用いて定義さ

れていることから期待される通りの結果である． 
なお，式(2.2.42)において ij ijS T= としたものも考えたく

なると思うだろうし，実際，そう定義した応力テンソルもあ

る（第一 Piola-Kirchhoff 応力テンソル）．これが一般にはあ

まり用いられず，第二 Piola-Kirchhoff 応力が用いられるの

は，後述する通り，対応する歪テンソルの計算が第二 Piola-
Kirchhoff 応力の方が簡単なことによるのだろう． 

2.2.5. 主応力 

一般に，強度を考える際には主応力を求める．また，膜の

解析では主応力の値からしわの有無やしわの方向を決定す

る．線形解析における主応力の求め方は既に習得済みであろ

うが，テンソル表示の場合はどうだろうか？ 
Cauchy 応力を用いる場合，Cauchy 応力 nt が，それを定

義する単位法線ベクトルn と平行になるとき， nt は主応力

ベクトルで，n が主応力方向単位ベクトルとなる．つまり，

主応力ベクトルを st ，主応力方向単位ベクトルを sn ，そし

て，主応力を sと書くと， 

 s ss=t n  (2.2.45) 

ここで，一般に n =t Tn であることから， s s=t Tn となるの

で，主応力問題は，次のように Cauchy 応力テンソルT の固

有値問題として定義される． 

 s ss=Tn n  (2.2.46) 

つまり，主応力の大きさ sは固有値として，主応力方向ベク

トル sn は固有ベクトルとして定義される．いま， 

 s s i
in=n g  (2.2.47) 

とおくと，式(2.2.46)より，この問題は次のような通常のマ

トリクス形式の固有値問題に書き直すことができる． 

 [ ]{ } [ ]{ }s ss=T n g n  (2.2.48) 
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ただし， [ ]T ， [ ]g はマトリクス， { }sn はベクトルであり，

これらの成分はそれぞれ次式で定義される． 

 [ ] , [ ] , { }ij ij ij ij s s
i iT g nº º ºT g n  (2.2.49) 

実際，例えば，膜の主応力方向を求めたい場合には，この固

有方程式(2.2.48)を解けばよい． 
次に，第二 Piola-Kirchhoff 応力テンソルで主応力を求め

てみよう．この場合の固有値問題は 

 s st=SN N  (2.2.50) 

となり， 

 s s i
iN=N G  (2.2.51) 

とおけば，次のような固有値問題に書き直すことができる． 

 [ ]{ } [ ]{ }s st=S N G N  (2.2.52) 

ただし， 

 [ ] , [ ] , { }ij ij ij ij s s
i iS G Nº º ºS G N  (2.2.53) 

では， sと t ， sn と sN はどんな関係にあるのだろうか？ 
式(2.1.15)，すなわち， (det ) Tds dS-=n F F N より， sN を

変形後の状態に変換したベクトル sn を 

 s T s-ºn F N  (2.2.54) 

と定義すると（普通なら， (det )s T s-ºn F F N と定義すべき

かもしれない），次式を得る． 

 
( )

( )

s T s i j T s i
i j i

j s i s j i s i
j i i j i

N N

N N Nd

-= = Ä

= Ä = =

n F G G g G

g G G g g


 (2.2.55) 

（ (det )s T s-ºn F F N と定義すると， (det )s s i
iN=n F g とな

る）．ここで，S とT との関係式(2.2.39)より， 

 
1

det
T=T FSF

F
 (2.2.56) 

であるから，これと，式(2.2.46)および(2.2.50)を用いると，

F の左ストレッチテンソルをV として， 

 

1

det
1

det det

det

s T T s

s s

T s

t

t

-⋅ =

= =

=

T n FSF F N
F

FSN FN
F F

FF n
F





 (2.2.57) 

すなわち，次式を得る． 

 2

det
s st
=Tn V n

F
   (2.2.58) 

ここで，変形が小さければ，det 1»F  ， »V I となるので，

式(2.2.46)と比較すると， s s»n n ，t s» となって，Cauchy
応力と第二 Piola-Kirchhoff 応力との差は小さいことがわか

る．逆に，変形がそれほど小さくなければ，両者の差は大き

くなる．つまり，一見，応力というとどれもそれほど違わな

い気になるかもしれないが，わずかな差があり，これが計算

を面倒にしてしまうこともあるわけである． 
実際の数値解析では，変形後の主応力の大きさや方向を変

形後の物体形状に合わせて図示したい場合がある．その場合，

Cauchy 応力で主応力を求めた方がよいが，数値解析では第

二 Piola-Kirchhoff 応力テンソルを用いるので，解を求めた

後，式(2.2.48)の固有値問題を解く必要がある．しかし，式

(2.2.46)と(2.2.58)のようなずれを認めた上で，近似値として

第二 Piola-Kirchhoff 応力の主応力を用いることもある． 

E.45 主応力の計算 
以下の平面応力問題における主応力を求めなさい．  

 [ ]
1 2

1 1
2 1

, 3 , 2
1 3

1 1

é ù é ù-ê ú ê úé ù- ê ú ê úê ú= = =ê ú ê úê ú- ê ú ê úê úë û -ê ú ê úë û ë û

S G G  (2.2.59) 

2.3. 歪 
 
これまで，物理的意味から歪というものを理解してきたこ

とと思う．しかし，歪は仮想仕事における応力と共役関係に

あるものとして定義することもできる．この節では歪の物理

的な意味と同時に数学的な意味について説明する． 

2.3.1. 仮想仕事の原理 

平衡方程式(2.2.27)，すなわち，( )dvr⋅ + =T f 0 の左辺

の各項は物体の変形後の微小体積dv に作用する力を表して

いる．よって，これと仮想変位 dx との内積は仮想仕事を意

味する．したがって，物体の変形における仮想仕事の原理は 

 ( ) dvr d⋅ + ⋅ =ò T f x 0


 (2.3.1) 

と表される．つまり，平衡方程式を， dx を用いて弱形式で

表したのが仮想仕事の原理である．ここで， 

 : ( ) ( ) ( )d d dÄ = ⋅ - ⋅ ⋅T x T x T x  (2.3.2) 

であるから，Gauss の定理(A.2.27)と，式(2.3.1)より 

 

: ( )

( ) ( )

( )

dv

dv dv

ds dv

d

d d

d r d
¶

Ä

= ⋅ - ⋅ ⋅

= ⋅ + ⋅

ò
ò ò
ò ò

T x

T x T x

n T x f x



 

 

 (2.3.3) 

を得る．ただし，¶は物体の境界面を表す．ここで，E.75
の 11)と，T の対称性より， 

 : ( ) : ( ) : ( )T T Td d dÄ = Ä = ÄT x T x T x  (2.3.4) 

となるので，次式を得る． 

 

1 1
: ( ) : ( ) : ( )

2 2
1 1

: ( ) : ( )
2 2

1
: ( )
2

T

T

d d d

d d

d d

Ä = Ä + Ä

= Ä + Ä

é ù= Ä + Äê úë û

T x T x T x

T x T x

T x x

 (2.3.5) 

ここで，力学的境界条件および幾何学的境界条件を 

 
:

:

n

u

sìï Î ¶ =ïïíï Î ¶ =ïïî

x Tn t

x x x




 (2.3.6) 

とすると（図 2.6）， 

 if ud = Î ¶x 0 x   (2.3.7) 

である．また， 

 ( ) ( ) ( )Td d d⋅ = ⋅ = ⋅n T x T n x Tn x  (2.3.8) 

であるので，これと，式(2.3.5)，(2.3.6)，(2.3.7)も合わせる

と，式(2.3.3)は次式のように書き直すことができる． 

 

1
: ( )

2
T

n

dv

ds dv
s

d d

d r d
¶

ì üï ïï ïé ù Ä + Äí ýê úë ûï ïï ïî þ
= ⋅ + ⋅

ò

ò ò

T x x

t x f x



 

 (2.3.9) 

この式の右辺は外力による仮想仕事を表している．したがっ

て，左辺は内力による仮想仕事を表しているはずである．T
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が応力を表していること，これまで，材料力学や弾性力学に

おいて，応力 sと歪 eが与えられたとき，sdeが仮想仕事を

表していたことを考えると， (1 2)[ ( ) ]Td dÄ + Äx x は歪

の変分に対応したものを表していると考えられる．そこで，

次節以降では，このテンソルについて考えてゆく． 

 
図 2.6 境界条件 

E.46 nabla とテンソルのスカラー積 
式(2.3.2)を証明しなさい． 

E.47 絶対直交座標系における歪 
絶対直交座標系の成分（座標は ( , , )x y z ，変位は ( , , )u v w

としなさい）で (1 2)[ ( ) ]Td dÄ + Äx x を表現しなさい． 

2.3.2. Almansi 歪テンソル 

2.3.1 節では ，式 (2.3.9) の左辺 に現 れるテ ンソ ル

(1 2)[ ( ) ]Td dÄ + Äx x が何らかの歪の変分を表している

はずであると述べた．そこで，この節ではこのテンソルにつ

いて考えてみよう．まず， 

 i i i
ii i

d
d d d

x x
¶ ¶

Ä = Ä = Ä = Ä
¶ ¶

x
x g x g g g  (2.3.10) 

である．そこで， (1 2)[ ( ) ]Td dÄ + Äx x を反変基底で分

解したときの成分を ijL とし， 

 
1

( )
2

T i j
ijd d Lé ù Ä + Ä º Äê úë ûx x g g  (2.3.11) 

とおいてみる．この式から ijL を求めてみると， 

 ( )

1
( )

2
1 1

( .)
2 2

T
ij i j

i j i j i j

ij

const

E

L d d

d d d

d

é ù= ⋅ Ä + Äê úë û
é ù
ê ú= ⋅ + ⋅ = ⋅ +ê ú
ë û

º

g x x g

g g g g g g  (2.3.12) 

となり， ijL は上記のような ijE の変分になっていることが

わかる．我々の目的は， ijL が何らかの歪の変分に関係して

いることを示すことであったので，つまりは， ijE が何らか

の歪を表していれば，目的は達成されたことになる． ijE が

歪を表すためには，変形をしていないとき，すなわち，

i i=g G のときには 0ijE = でなければならない．この条件

と式(2.3.12)を満たす ijE を求めてみると，次のようになる． 

 
1 1

( ) ( )
2 2

ij i j i j ij ijE g G= ⋅ - ⋅ = -g g G G  (2.3.13) 

この式より， ijE は対称である．この ijE を用いて， 

 i j
ijEº ÄA g g  (2.3.14) 

と定義すると，このテンソルAは歪を表すテンソルであり，

これは Almansi 歪テンソルと呼ばれる．ここで， 

 
, ,

( )i j i j i
ij ij i

i j i j

g gÄ = Ä = Ä =å å å
i

g g g g g g I  (2.3.15) 

 , ,
1 1 2

( )( )

( )

i j i j
ij i j

i j i j
T T

G

- - - -

Ä = Ä Ä

= = =

å åg g g G G g

F F FF V
 (2.3.16) 

であるから，結局，Almansi 歪テンソルは次のように書ける． 

 1 21 1
( ) ( )

2 2
T- - -= - = -A I F F I V  (2.3.17) 

さて，ここで注意しなくてはならないのは，あくまでも， 

 
1

( )
2

T i j
ijEd d dé ù Ä + Ä = Äê úë ûx x g g  (2.3.18) 

なのであって， 

 
1

( )
2

Td d dé ù Ä + Ä ¹ê úë ûx x A  (2.3.19) 

であるということである．そこで，任意の二階のテンソル
i j

ijB= ÄB g g に対して，次の表記を用いる． 

 *
i j

ijx Bd dº ÄB g g  (2.3.20) 

このとき，仮想仕事の原理(2.3.9)は次のように書ける． 

 *: n
x dv dv ds

s
d r d d

¶
= ⋅ + ⋅ò ò òT A f x t x

  
 (2.3.21) 

左辺を成分で表すと，次式のようになる． 

 ij n
ijT E dv dv dsd r d d

¶
= ⋅ + ⋅ò ò òf x t x

  
 (2.3.22) 

次に，Almansi 歪テンソルの意味について考えてみよう．

変形前の二つの線素 AdX および BdX が変形によりそれぞ

れ A Ad d=x F X および B Bd d=x F X となったとすると， 

 

[ ]

1 1

1

( ) ( )

2

A B A B

A B A B

A B A BT

d d d d

d d d d

d d d d

- -

- -

⋅ - ⋅

= ⋅ - ⋅

= ⋅ = ⋅-

x x X X

x x F x F x

x x x A xI F F

 (2.3.23) 

となっている．つまり，Almansi 歪は変形前から変形後への

二つの線素の相対関係の変化を，変形後を基準に計った計量

テンソルの半分を表すものであることがわかる．実際，Aの

成分が式(2.3.13)のように計量テンソルの共変成分で記述さ

れていることからも，このことは理解できるだろう． 

2.3.3. Green-Lagrange 歪テンソル 

2.3.1 節では変形後の微小体積における平衡方程式から仮

想仕事の原理を導いたが，これを変形前の状態に引き戻して

表してみよう．仮想仕事の原理(2.3.9) 

 

1
: ( )

2
T

n

dv

ds dv
s

d d

d r d
¶

ì üï ïï ïé ù Ä + Äí ýê úë ûï ïï ïî þ
= ⋅ + ⋅

ò

ò ò

T x x

t x f x



 

 (2.3.24) 

において，以下の式が成り立つ． 

 
(det )

n

T

ds ds

dS dS-

=

= =

t Tn

T F F N FSN
 (2.3.25) 

変形前後の質量保存則は，変形前の密度を or として 

 odv dVr r=  (2.3.26) 

で表されるので，境界条件を 

 
:

:

n

u

sìï Î ¶ =ïïíï Î ¶ =ïïî

X FSN t

X x x
0

0




 (2.3.27) 

と書き換えると，仮想仕事の原理は 

s¶

u¶

=x x

nt f





第 2 章 柔軟構造力学の基礎 

―31― 

 

1
: ( )

2
T

n
o

dv

dV dS
s

d d

r d d
¶

ì üï ïï ïé ùÄ + Äí ýê úë ûï ïï ïî þ
= ⋅ + ⋅

ò

ò ò

T x x

f x t x
0 0




 

 (2.3.28) 

となる．ここで， 

1
: ( )

2

1 1
: (det )

det 2

1
( ) :

2

T

T i i
i i

T i i
i i

dv

dV

dV

d d

d d

d d

ì üï ïï ïé ùÄ + Äí ýê úë ûï ïï ïî þ
æ ö ì üï ï÷ç ï ïé ù÷ç= Ä + Äí ý÷ ê úç ÷ ë ûï ï÷çè ø ï ïî þ

ì üï ïï ïé ù= Ä + Äí ýê úë ûï ïï ïî þ

T x x

FSF g g g g F
F

FSF g g g g

 

  (2.3.29) 

であり，E.75 の 14)を用いると， 

 

1
: ( )

2

1 1
: ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

T

T i T T T i
i i

dv

dV

d d

d d

ì üï ïï ïé ùÄ + Äí ýê úë ûï ïï ïî þ
é ù
ê ú= Ä + Äê ú
ë û

T x x

S F g F g F g F g

 

  (2.3.30) 

となる．ここで， 

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1

( ) ( )
2

1
( ) ( )

2
1 1
[ ] [( ) ] [( ) ] [ ]

2 2
1 1
( ) ( )

2 2
1
( )

2

T i T T T j
i j

k i
k i

m n j
m j n

i k m j n
k i m j n

i m j
i m j

j i i j

d d

d

d

d d d d

d d

d d

Ä + Ä

é ù é ù= Ä Ä Äê ú ê úë û ë û

é ù é ù+ Ä Ä Äê ú ê úë û ë û

= Ä ⋅ + ⋅ Ä

= ⋅ Ä + ⋅ Ä

= ⋅ + ⋅

F g F g F g F g

G g g G g g

G g g G g g

G g g G g g G G

g g G G g g G G

g g g g G










1

2
i j i j

i jd
é ù
ê úÄ = ⋅ Äê ú
ë û

G g g G G

 (2.3.31) 

より，式(2.3.13)で定義した ijE を用いてテンソルE を 

 i j
ijEº ÄE G G  (2.3.32) 

と定義すると， 

 
1

: ( ) :
2

T dv dVd d d
ì üï ïï ïé ùÄ + Ä =í ýê úë ûï ïï ïî þ

T x x S E  (2.3.33) 

となるので，結局，仮想仕事の原理は次式のように書ける． 

: n
odV dV dS

s
d r d d

¶
= ⋅ + ⋅ò ò òS E f x t x

0 0 0


  

 (2.3.34) 

多くの場合，FEM では式(2.3.34)を解くことになる．テンソ

ルE は Green-Lagrange 歪テンソルと呼ばれる． ここで， 

 
( ) ( )( )

( ) ( )( )

i j i j T
i j i j

i j i j
i j i j

ìï ⋅ Ä = Ä Ä =ïïíï ⋅ Ä = Ä Ä =ïïî

g g G G G g g G F F

G G G G G G G G I
 (2.3.35) 

であるから，次式を得る． 

1 1
( ) ( )

2 2
i j T

i j i j= ⋅ - ⋅ Ä = -E g g G G G G F F I  (2.3.36) 

この式からもわかる通り，E は対称テンソルである． 
なお，式(2.3.34)の左辺を成分で書くと， 

ij n
ij oS E dV dV dS

s
d r d d

¶
= ⋅ + ⋅ò ò òf x t x

0 0 0


  

 (2.3.37) 

次に，Green-Lagrange 歪テンソルの物理的意味について

考えてみよう．変形前の二つの線素 AdX および BdX が変形

によりそれぞれ A Ad d=x F X および B Bd d=x F X となった

とすると，次式が成り立つ． 

 
( ) ( )

( ) 2

A B A B

A B A B

A T B A B

A T B A B

d d d d

d d d d

d d d d

d d d d

⋅ - ⋅

= ⋅ - ⋅

= ⋅ - ⋅

= ⋅ - = ⋅

x x X X

F X F X X X

X F F X X X

X F F I X X E X

 (2.3.38) 

つまり，Green-Lagrange 歪は変形前から変形後への二つの

線素の相対関係の変化を，変形前を基準に計った計量テンソ

ルの半分を表すものであることがわかる． 

2.3.4. 歪成分 

2.3.2 節や 2.3.3 節で現れた歪成分 ijE は具体的にはどんな

式で書けるであろうか． 
局所座標系 oQ が絶対座標系と一致しているとき， 

 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

,

X X u

X X u

X X u

é ù é ù+ê ú ê ú
ê ú ê ú+= = + =ê ú ê ú
ê ú ê ú

+ê ú ê úë û ë û

X x X u  (2.3.39) 

とおくと， 

 ,
k

i i i i ki

u

X

¶
= = +

¶
G i g i i  (2.3.40) 

となるので， 
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 (2.3.41) 

となる．これを成分で書くと， 
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 (2.3.42) 

となる．これに対し，弾性力学の教科書に出てくるような，

いわゆる工学歪（Engineering strain）は次式で定義される． 
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 (2.3.43) 

両者を比較すると，次の違いがあることがわかる． 

1) ijE は変位の二次の項まで考慮しているが，工学歪は

一次，すなわち，線形項のみである． 
2) ijE は i j= のときには軸歪を表しており，i j¹ のと

き，せん断歪を表している．軸歪の一次の項は工学
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歪の軸歪と一致するが，せん断歪の一次の項は工学

歪の半分になっている． 

2)は特に重要である．これは，工学歪はテンソルにはなって

おらず，テンソルにするには工学歪のせん断歪を半分の値で

定義する必要があるのである． 

ijE には，もう一つ，重要なことがある．すなわち， 

ijE の中で，変位の二次の項は変形の幾何学的非線形

（geometrical nonlinearity）を表す項である． 

論文等でも幾何学的非線形という言葉はよく現れるが，これ

は，歪の中の，変位の二次以上の項を意味する． 

 
図 2.7 歪の非線形項の影響 

では，二次以上の項を考慮した方がよいのかといえば，そ

うでもない．例えば，長さ の棒が軸方向にu だけ伸びてい

る場合，軸歪（Cauchy 歪と呼ばれる）は 

 
u

e =


 (2.3.44) 

であってほしいところである．しかし， ijE を用いると， 

 
2

11
1

2

u uE
æ ö÷ç= + ÷ç ÷ç ÷è ø 

 (2.3.45) 

となってしまう．この式の右辺第二項は，通常の感覚では“不

要な項”であろう．図 2.7 は eと 11E をプロットしたもので

あり， 11E の場合，圧縮側（ 0u < ）では歪は小さく見積も

られ，引張側（ 0u > ）では大きく見積もってしまう． 11E
を解析に用いる場合，この事実を頭に入れておく必要がある． 

2.3.5. Cauchy 歪テンソル 

歪についてもう少し詳しく見てみよう．一軸引張の場合， 
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 (2.3.46) 

であるので，Almansi 歪成分は 
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であり，Green-Lagrange 歪は 
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 (2.3.48) 

となる．これに対し，何らかの歪テンソルB があって， 

 11[ ]
u

=B


 (2.3.49) 

となってくれないだろうかと考えてみると，その解が一つあ

ることがわかる．それは，次式で定義されるものである． 

 º -B U I  (2.3.50) 

ただし，U は変形勾配F の右ストレッチテンソルである

（ º -B V I でもよい）． 
歪の評価式には，この他にも，Hencky 歪（対数歪，すな

わち， log[1 ( / )]u+  ）など，様々なものがある．Hencky 歪

の場合，図 2.8 のように， / 1u = - のとき，すなわち，棒

が完全に潰れたときに，歪が-¥となる．これは，棒が潰れ

るためには無限大の圧縮応力が必要であるという物理的事

実に合致する．ただ，実は，歪の定義よりも，応力の定義が

重要であって，Green-Lagrange 歪など他の歪を用いたとし

ても，構成則を適切に与えることで，「棒が潰れるためには

無限大の圧縮応力が必要である」ことを表現できる．したが

って，どういう歪の式を用いるかは本質的ではないのだが，

通常，応力と歪とは線形関係を仮定したい場合が多く，その

場合には，歪が応力の性質をそのまま代弁することになるの

で，歪の定義が重要となる．実際，FEM でも，歪の式は複

雑であってもよいが，構成則は線形であった方が，プログラ

ミングは何かと楽である． 

 
図 2.8 Hencky 歪 

2.3.6. 歪と座標系 

今までは，物体 o が変形してになり，それにより，歪

AあるいはE が発生したと考えたが，この後，さらに物体

がある剛体回転R を引き起こしたと想像してみよう．この

場合，AやE はどう変わるであろうか？ 
この場合には，共変基底ベクトルが i Ri i=g g Rg と変

換されるので，変形勾配も次のように変換される． 

 ( ) i
R i= ⋅ Ä =F F R g G RF  (2.3.51) 

したがって，式(2.3.17)あるいは(2.3.36)より， 

 

1 1

1

1
( )

2
1

( )
2

1
( )

2
1

( )
2

T T
R

T T T

T T
R

T

- - - -

- -

ìïï = -ïïïïïï = - =ïïïíïï = -ïïïïïï = - =ïïïî

A A I R F F R

R I F F R RAR

E E F R RF I

F F I E




 (2.3.52) 

となって，E は元のままであるが，Aは変わることがわか

る．これは，解析力学における仮想仕事の不変性に対応して

いる．つまり，剛体回転でT が変化するのでAも変化する

し，S は変化しないのでE も変化しないのである． 

2.3.7. 主歪 

主応力と同様，主歪も変形を評価する上で重要な指標とな

る．Green-Lagrange 歪テンソルにおける主歪 g および主歪

方向の単位ベクトル eN は次の固有値問題の固有値および

固有ベクトルとして与えられる． 

 e eg⋅ =E N N  (2.3.53) 
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いま， 

 i
e e iN=N G  (2.3.54) 

とおくと，式(2.3.53)は次の固有値問題に帰着される． 

 [ ]{ } [ ]{ }e eg=E N G N  (2.3.55) 

ただし， 

 [ ] , [ ] , { } i
ij ij ij ij e eE G Nº º ºE G N  (2.3.56) 

E.48 主歪と固有値問題 
式(2.3.55)を導きなさい． 

E.49 主歪の計算 
平面内の四角形要素において，各節点の変形前後の座標

が次の場合に，要素の中心での主 Green-Lagrange 歪の主

歪と主歪方向を求めなさい． 
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 (2.3.57) 

2.4. 構成則と弾性体 
 
構成則には運動履歴依存性や局所性・客観性といったこと

が問われるが，そういった議論は他の参考書[9]に譲るとし

て，ここでは仮想仕事の原理(2.3.37)において共役関係にあ

る ijS と ijE に関し，次のような構成則を仮定する． 

 ij ijkl
klS C E=  (2.4.1) 

ただし， ijS および ijE の対称性により， ijklC は次のような対

称性を有しなければならないことがわかる．したがって，
ijklC の 81 個の成分のうち，独立なものは 36 個のみとなる． 

 ijkl jikl ijlk jilkC C C C= = =  (2.4.2) 

さて，式(2.4.1)を Cauchy 応力テンソルと Almansi 歪テン

ソルとの関係式としてみると， 

 
1

:
det

T=T C A
F

 (2.4.3) 

と書ける．ただし，， TC は次式で定義される弾性テンソル

（Elasticity tensor）である． 

 ijkl
T i j k lCº Ä Ä ÄC g g g g  (2.4.4) 

また，式(2.4.1)を第二 Piola-Kirchhoff応力テンソルとGreen-
Lagrange 歪テンソルとの関係としてみると， 

 :=S C E  (2.4.5) 

ただし， 

 ijkl
i j k lCº Ä Ä ÄC G G G G  (2.4.6) 

なお，これらの式を導くために，任意の二階のテンソルX ，

Y ，Z に対し，四階のテンソルと二階のテンソルとのテン

ソル積を次のように定義した． 

 
( ) : ( : )

: ( ) ( : )

ìï Ä ºïïíï Ä ºïïî

X Y Z Y Z X

Z X Y Z X Y
 (2.4.7) 

当然のことながら， ijklC は座標系に依存する．通常はある特

定の正規直交系で応力－歪関係が与えられる．その場合，正

規直交基底ベクトルを iE ，弾性テンソル成分を *
ijklC として，

式(2.4.6)のようにテンソル表示しておくと， ijklC を簡単に求

めることができる．すなわち， 

*
i j k l ijkl

i j k l i j k lC C¢ ¢ ¢ ¢
¢ ¢ ¢ ¢Ä Ä Ä = Ä Ä ÄE E E E G G G G  (2.4.8) 

より， 

* ( )( )( )( )i j k lijkl i j k l
i j k lC C ¢ ¢ ¢ ¢
¢ ¢ ¢ ¢= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅E G E G E G E G  (2.4.9) 

異方性膜の解析コードでは実際にこの式を使うことになる． 
さて，一般に応力は変形勾配F の関数であるが，弾性体と

は，応力がその瞬間の変形勾配のみの関数である物体，つま

り，それまでの変形の時間履歴に依存せず，その瞬間の変形

状態にのみ依存する物体と定義される．これを式(2.4.3)や
(2.4.5)に当てはめると，Aや はその瞬間のF の式で記述

されるので，弾性体であることとC ，あるいは TC がその瞬

間のF のみの関数となることとが同値であることがわかる．

その中でも，それらの成分，すなわち ijklC が一定でF に依

存しないものを線形弾性体と呼ぶ．  

2.4.1. 等方性材料の弾性テンソル 

学部の授業では，等方性材料の場合，いわゆる Hooke の

法則により，応力－歪関係が次式で与えられることを学んだ． 
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 (2.4.10) 

ただし，E はヤング率（Young’s modulus）であり，n はポ

アソン比（Poisson’s ratio）である．また，せん断弾性係数

（Shear modulus） mとE との関係は 

 
2(1 )

E
m

n
=

+
 (2.4.11) 

である．これを応力テンソル成分 ijS と歪テンソル成分 ijE
との関係に対応させると，次のようになる． 

 * *{ } [ ] { }C= ⋅s e  (2.4.12) 
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E
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この式から正規直交系での弾性テンソル成分 *
ijklC が求めら

れるので，式(2.4.9)を用いてこれを一般的な曲線座標系での

弾性テンソル成分 に変換すると，次式のようになる． 

 
1 1 2

ijkl ij kl ik jlE
C G G G G

n
n n

é ù
ê ú= +ê ú+ -ë û

 (2.4.15) 

この式は， ijklC の値が正規直交基底 iE の方向に依存せず，

反変基底ベクトル同志の内積 ijG にのみ依存していること

を示している．材料が等方性なのであるから， iE の方向に

依存しないのは当たり前（ iE がどちらを向いていても，式

(2.4.10)が成り立つのだから，当たり前）の結果ではあるが，

この式は実際に構造計算をする上で有用な式となる． 
なお，C の逆，すなわち， 

 : , i j k l
ijklD= = Ä Ä ÄE D S D G G G G  (2.4.16) 

を満たすD を撓性テンソル（flexibility tensor）と呼ぶ．等

方性の場合， 
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  (2.4.17) 

であるから，撓性テンソル成分は次式で与えられる． 

 
1

(1 )ijkl ik jl ij klD G G G G
E

n né ù= + -ê úë û  (2.4.18) 

E.50 等方性材料の弾性テンソル 
式(2.4.15)を導きなさい． 

E.51 等方性材料の撓性テンソル 
式(2.4.18)を導きなさい．  

2.5. 線形弾性体の歪エネルギ 
 
歪エネルギは応力による内部仮想仕事，すなわち，仮想仕

事の原理(2.3.34)の左辺から求められる．すなわち，式

(2.3.34)の左辺がある関数の変分となっているとき，その関

数を歪エネルギ関数（Strain energy function）と呼ぶ． 
これまでみてきた通り，変形を求める際には歪エネルギは

全く必要とされない（これは非常に重要！）．用いるのは仮

想仕事の原理のみである．ただし，得られた変形の特徴を評

価する際に歪エネルギは有用な評価指標の一つとなり得る．

また，歪エネルギが存在することが FEM の定式化の際に導

入される接線剛性マトリクスの対称性を保証するので，歪エ

ネルギの存在の有無を確認しておくことは，変形を求める際

の解法の決定の際にも重要な役割を果たす．そこで，仮想仕

事の原理(2.3.34)から，歪エネルギ関数の存在条件を導こう． 

 : ij
ijdV S E dVdP d d= =ò òS E

0 0 
 (2.5.1) 

となる関数P が存在するための必要十分条件は 

 : ij
ijS Edp d d= =S E  (2.5.2) 

を満たす関数 pが存在することである．ここで， 

 ij ijkl
ij kl ijS E C E Ed d=  (2.5.3) 

であることから，これがある関数 pの変分となるためには， 
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でなければならず，この式より， 
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でなければならないことがわかる．この式から， 
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 (2.5.6) 

が導かれるので，結局， 
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 (2.5.7) 

すなわち， 

 ijkl klijC C=  (2.5.8) 

を得る．すなわち，これが，歪エネルギが存在するための必

要十分条件である．これは，応力-歪関係を 

 { } [ ] { }C= ⋅s e  (2.5.9) 
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と表現した際，弾性マトリクス [ ]C が対称になることに対応

している．そして，条件式(2.5.8)が満たされるとき，歪エネ

ルギ関数P は次式で与えられる． 

 
1

:
2

dVP = ò S E
0

 (2.5.11) 

E.52 線形弾性体の歪エネルギ 
式(2.5.8)を用いて式(2.5.11)を導きなさい． 

2.6. まとめ 
 
この章では，仮想仕事の原理を基礎として，歪テンソル（変

位―歪関係式），応力テンソル，弾性テンソル（構成則），

そして，歪エネルギについて解説した．第 3 章では，この章

で導いた式をもとに，FEM による構造解析法について解説

する． 
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第3章 非線形有限要素静解析の基礎 
 
 

この章では，いくつかの具体的な要素について，非線形 FEM のプログラミングにつ

いて学ぶこととする．ここで挙げる例を通じて，非線形 FEM で注意すべき点について

確認してほしい． 
 
 

3.1. 有限要素法の考え方 
 
有限要素法（Finite Element Method．以下，FEM）につ

いては山のように専門書が出版されているので，FEM の基

本の理解についてはそれらにゆだねることとする． 
ただ，この節では，変位法に基づく有限要素構造解析につ

いて，これだけは押さえておきたい，という点を述べたい． 
結局のところ，有限要素法とは，連続体，すなわち，無限

自由度を有する物体を， 

(1) 有限要素で分割し，各要素内の自由度（位置ベクトル

など）を節点自由度で補間近似することで，自由度を

有限個にし， 
(2) 仮想仕事の原理を弱形式により定式化することで，有

限個の平衡方程式を得る 

というものである．つまり，図 3.1 のように，弾性体を有限

要素で分割する．そして，一つの要素について，図のように，

節点（Node）A1～A4の自由度で，要素内の任意の点 P の自

由度を補間近似する．このとき，点 P の仮想変位は節点の仮

想変位で補間近似されるので，仮想仕事の原理を領域全体で

積分すること（弱形式）で，節点変位のみを未知の仮想変位

とする式を得る．そこから，平衡方程式を得ることになる．

これについては 3.2 節で説明する．その前に，この節では，

1.9 節で述べた変形の数学モデルについて補足したい． 

 
図 3.1 有限要素による補間 

3.1.1. 変形モデルの存在理由 

1.9.1 節では，いくつかの弾性体モデルの例を示した．こ

れが，そのまま，FEM の定式化に用いられるのであるが，

なぜ，このようなモデルを考えるのであろうか？ 
当然のことではあるが， も一般的なモデルはソリッドモ

デルである．連続体力学の一般理論はソリッドモデルを前提

に記述されているはずである．それをあえて梁モデルやシェ

ルモデルで変形を考える理由は以下の通りである． 
まず，“物体の変形を記述する”とは，変形前のボディ内

の任意の点の変形後の位置を全て配位変数で表すことであ

る．したがって，変形を記述するには次のものが必要となる． 

(1) 変形前のボディ内の任意の点 P の三次元位置ベクト

ルX を記述するための三次元座標系S ． 
(2) 点 P の変形前の三次元位置ベクトルX から変形後の

三次元位置ベクトルx への対応を記述する写像j ． 

また，実際に“変形を解く”ためには， 

(3) 無限自由度である連続体を有限自由度で記述するた

めの近似手法． 

そして，条件 2 と 3 のために FEM が導入されるわけであ

る．上述の通り，FEM では，ボディ内の有限個の点の位置

ベクトルを未知量として定式化を行なう（実際の配位変数は

変位であったり，変位を記述するようなその他の一般化座標

であったりするのであるが）．では，三次元座標系 を有限

個の点で定義するためには，点の数や配置はどのようなもの

である必要があるだろうか？ 
当然，四つの点 P0，P1，P2，P3が必要で，かつ， 0 1P P


と

0 2P P


と 0 3P P


が互いに独立であることが必要である（図 3.1）．
したがって，ソリッドモデルで FEM を定式化する場合，こ

れを満たす四つの点で四面体要素を構成するのが もプリ

ミティブな定式化となる．ただし，精度を考えて八つの点で

六面体要素を構成する場合もあるわけである．では，例えば

梁をソリッド要素で構成するとなると，どうなるだろうか？ 

 
図 3.2 有限要素による補間 

梁をソリッド要素で構成するとなると，断面に 低でも四

つの点を配置し，二つの断面で仕切られた柱体で一つの要素

を構成することになるだろう．しかし，この場合，一つの断

面に 12 自由度を与えることになる．梁の断面自体はあまり

変形しないので，計算コストのことを考えると，12 自由度

も与えることはもったいない．また，梁が非常に細い場合，

収束計算途中で断面が潰れたりして精度が低下する可能性

があり，かなり気を使う必要がある．そこで，“断面は変形

せず，剛体変位するだけである”と仮定すれば，一つの断面

に 6 自由度だけ与えればよいことになり，計算コストを下げ

ることができるようになるし，要素が潰れることもなくなる． 
このように，計算コストを下げたり，要素の潰れ等のトラ

ブルを避けたりする意味で，様々な変形モデルを仮定するこ

とになる．しかし，ソリッドモデルであれば，上記の写像j
非常に簡単な式で表すことができる（通常，節点の線形補間

式となる）が，他のモデルであれば，若干複雑となるし， 
locking 等，数値解析上の問題も発生する．したがって，変

形モデルの妥当性については細心の注意を払う必要がある． 

A1 A2

A3A4

P

Elastic 
body

Finite element mesh

Element

Node

S
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3.1.2. 埋め込み座標を利用する理由 

これまで，埋め込み座標系を前提として，基底ベクトルを

計算したり，応力や歪の表現を示したりしてきた．しかし，

「では，なぜ，埋め込み座標系を用いる必要があるのか？」

については触れてこなかった．実は，埋め込み座標系を用い

るか用いないかは，意見が分かれるところで，場合によって

は，埋め込み座標を使わない場合もある．例えば，梁要素で

は埋め込み座標を使わない場合が多い．これは，使う必要が

ないからである．そこで，この節では，なぜ埋め込み座標系

を使う必要があるのかについて，簡単に説明しよう． 
FEM では，平衡方程式 

 ( )dvr⋅ + =T f 0  (2.2.27) 

を弱形式 

 ( ) 0dvr d⋅ + ⋅ =ò T f x


 (2.3.1) 

で表現し，これが仮想仕事の原理となっているわけであるが，

左辺の領域積分を実際にどう計算するかが問題となる． 

 
(a) 絶対座標系 

 
(b) 

図 3.3 領域積分 

実際，例えば，要素が図 3.3(a)のような四角形の領域であっ

た場合，この領域を 1 2O x x- - 座標系で計算しようとする

と，積分範囲が煩雑になってしまう．おそらく，領域を複数

に分割して，積分範囲を設定することになる．しかも，その

分割の仕方も，領域の形状によって異なるものになるだろう． 
一方，埋め込み座標系 1 2G x x- - を用いると，領域は 

 1 1 1 2{( , ) | 1 1, 1 1}x x x x- £ £ - £ £  (2.3.37) 

と，原点を中心とする正方形となり，積分は極めて単純にな

る．この単純さが，埋め込み座標系の決定的な利点である． 

3.1.3. 内力と外力 

FEM に限らず，多くの構造解析手法においては，内力と

外力の概念を区別して捉えておく必要がある．内力とは，物

体の内部の状態変化に伴って物体に作用する力であり，例え

ば，変形による弾性力がこれに相当する．正確に言えば，「物

体の内部の状態を変化させるために物体に作用させるべき

力」である．通常，内力には，それに対応したポテンシャル

エネルギが存在する．これに対し，外力は，外部からの作用

であり，ポテンシャルが存在するものもあれば，空気力のよ

うにポテンシャルが存在しないものもある． 
FEM をコーディングする場合，要素ごとに内力を計算す

るルーチンがあって，それ以外に，解くべき問題に応じて，

各節点に作用する外力を計算するルーチンを加えることが

多い．もちろん，重力や空気力のように，要素ごとに計算す

る方が楽な場合もあり，この場合には，要素内力の計算ルー

チンにこれら外力を計算するコードを組み込むことになる． 

3.2. 仮想仕事の原理 
 
この節では，仮想仕事の原理から FEM における平衡方程

式（剛性方程式）を導く．まず，仮想仕事の原理(2.3.37) 

 ij n
ij oS E dV dV dS

s
d r d d

¶
= ⋅ + ⋅ò ò òf x t x

0 0 0


  

 (2.3.37) 

において，配位変数を並べた配位ベクトルを z とすれば， 

 ,ij
ij

E
Ed d d d

¶ ¶
= =

¶ ¶
x

z x z
z z

 (3.2.1) 

となる．よって， 

0ijij n
o

E
S dV dV dS

s
r d

¶

é ù¶ ¶ ¶ê ú- ⋅ - ⋅ ⋅ =ê ú¶ ¶ ¶ê úë û
ò ò ò

x x
f t z

z z z0 0 0


  

 

  (3.2.2) 

となる． dz は任意に取れるので，これより，次式を得る． 

T

ijij n
z o

T

ijij

T T

n
o

E
S dV dV dS

E
S dV

dV dS

s

s

r

r

¶

¶

é ù¶ ¶ ¶ê úº - ⋅ - ⋅ê ú¶ ¶ ¶ê úë û
æ ö¶ ÷ç ÷ç= ÷ç ÷ç ÷¶è ø

æ ö æ ö¶ ¶÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç- ⋅ - ⋅ =÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç¶ ¶è ø è ø

ò ò ò

ò

ò ò

x x
f f t

z z z

z

x x
f t 0

z z

0 0 0

0

0 0





  



 

 

  (3.2.3) 

これが解くべき方程式，すなわち，離散化された平衡方程式

である．そして，これを解くには，これを z で偏微分した

JacobianJ ，すなわち，接線剛性マトリクスを計算し， 

 1
z

-¬ -z z J f  (3.2.4) 

により z の値を更新する．式(3.2.3)の右辺各項が何等かのス

カラーを z で偏微分したものであれば，J は対称となる．例

えば，応力による仮想仕事の項では，歪エネルギが存在すれ

ばよい．また，体積力 f 表面力 nt に関する項は，これらの

外力がxで積分できる量，つまり，保存力であればよい． 

3.3. 歪エネルギに基づく等価節点力 
 
もし，歪エネルギP が存在したとしたら，式(2.5.1)より， 

 

T T
ijij E

S dV
Pæ ö æ ö¶ ¶÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç=÷ ÷ç ç÷ ÷÷çç ÷¶ ¶è øè ø

ò z z0
 (3.3.1) 

となる．これが変形による等価節点力となり，解くべき方程

式(3.2.3)は次のように書き換えられる． 

T T T

n
z o dV dS

s

P
r

¶

æ ö æ ö æ ö¶ ¶ ¶÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çº - - =÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç ç¶ ¶ ¶è ø è ø è ø
ò ò

x x
f f t 0

z z z0 0

  
 

  (3.3.2) 

実は，この式こそが，FEM の全てと言ってもよい． 

1x

2x

O

1x

2x

O

1x

2x

G
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3.4. 非線形有限要素静解析の流れ 
 
図 3.4 に典型的な有限要素解析の流れを示す．  

 
図 3.4 非線形有限要素静解析の流れ 

この図で，残差ベクトルとは，解くべき方程式(3.3.2)を指

し，剛性マトリクスとはこの方程式の Jacobian であり，剛

性方程式とは Newton 法における反復方程式を指す．この図

において，解くべき物体の数学モデルに依存する部分は，入

力データファイルを除けば，要素剛性マトリクスと要素節点

力ベクトルを求める部分だけである．つまり，その他の部分

は汎用化でき，この要素計算の部分だけ，各数学モデル（梁

やトラス，シェル，ソリッドなど）に応じてモジュール化す

れば，汎用的な FEM プログラムを作成できる． 

3.5. 有限要素法による等価節点力の導出 
 

3.3 節までで，解くべき方程式およびその解き方について

は確認できた．しかし，実はこのままでは問題がある． 
例えば梁モデルの場合，断面は変形せず，応力も発生しな

いと仮定している．そこで，9 つの歪および応力成分（その

うち，独立なものはそれぞれ 6個ずつ）のうち， 33 13 23( , , )E E E
と 33 13 23( , , )S S S の三つずつ（と 31 32( , )E E と 31 32( , )S S の 2 つ

ずつの計 5 個ずつ）を考慮し，その他の応力は 0 であるとし

て，その効果（仮想仕事）を無視する必要がある．シェルモ

デルの場合も同様の処理を必要とする．したがって，例えば

梁とシェルとを同じ解析コードでできるだけ統一的に解析

しようとすると，この部分をうまく処理する必要がある． 
逆に，そこの部分だけ，各変形モデルでモジュール化でき

れば，残りは汎用的にコードを組むことが可能となる．言い

換えれば，等価節点力（と接線剛性マトリクス）さえ定式化

できれば，汎用 FEM コードを構築・拡張することは容易で

ある．そこで，この節では，等価節点力の具体例を示そう． 

3.5.1. トラス要素 

まずは定式化が も簡単なトラスモデルを例にとって定

式化してみよう．2 節点トラス要素の場合，トラス内の任意

の点の位置ベクトルは 1,2a = として， 

 ,N Na a
a a= =X X x x  (3.5.1) 

と補間できる．ただし， x を軸方向の埋め込み座標として， 

 1 2
1 1

,
2 2

N N
x x- +

= =  (3.5.2) 

である．そして，Green-Lagrange 歪ではなく，Cauchy 歪 

 2 1 / 1Le = - -x x  (3.5.3) 

とすることが多い．ただし，L は変形前の長さで，通常は 

 2 1L = -X X  (3.5.4) 

である．ただし，トラスやケーブルの場合，幾何学的な自由

度の多さから，必ずしも式(3.5.4)が成り立っていなくても幾

何学的に成立する（例えばケーブルであれば，変形前の状態

でたるんでいるような状況）．したがって，式(3.5.4)を用い

ずに，予め変形前長さL を与えておくというやり方もある． 
さて，解くべき方程式(3.3.2)において，変形による等価節

点力および接線剛性マトリクスは 

 ,

T T

x xx
a ab

a b a

P Pæ ö æ ö¶ ¶ ¶÷ ÷ç ç÷ ÷ç çº º÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç¶ ¶ ¶è ø è ø
f K

x x x
 (3.5.5) 

で与えられるが，トラス要素の場合，Cauchy 歪が要素内で

一定であるため，歪エネルギは次のようになる． 

 21

2
EA LP e=  (3.5.6) 

ただし，E はヤング率，A は断面積である．式(3.5.3)より， 
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2 1
2 1 1 2

,

1
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 (3.5.7) 

となるので，次式が得られる． 

 
T

x EAL EAa a
a

ee e
æ ö¶ ÷ç ÷= =ç ÷ç ÷çè ø¶

f e
x

 (3.5.8) 

 
33

1
( )xx a a EA

L
ab a b eé ù

ê ú= Ä + - Äê úë û
K e e I e e


 

(3.5.9) 

EAe は軸力，e は変形後の軸に沿った単位方向ベクトルで



第 3 章 非線形有限要素静解析の基礎 

 

あるので， x
af は軸力ベクトルそのものを表すことがわかる．

ただし，ここでは要素内で歪が一定であることが仮定されて

いる．逆に言えば，式(3.5.8)を用いることで，歪が一定とい

う仮定のもとでの厳密解を得ることができる． 
なお，式(3.5.9)の右辺第二項がいわゆる幾何剛性である． 

E.53 トラス要素の等価節点力 
式(3.5.8)と(3.5.9)を導きなさい． 

3.5.2. 平面応力要素 

の場合には，Green-Lagrange 歪テンソル成分と第二 Piola-
Kirchhoff 応力テンソル成分との関係は 

 S C Eab abgr
gr=  (3.5.10) 

と書ける．ただし，C abgr は平面応力の仮定で求めた弾性テ

ンソル成分であり，埋め込み座標系で定義された成分である

が，通常は弾性体曲面に沿った何らかの直交座標系における

成分 *C a b g r¢ ¢ ¢ ¢
を用いて次のように書ける（式(2.4.9)参照）． 

* ( )( )( )( )C C a b g rabgr a b g r
a b g r

¢ ¢ ¢ ¢
¢ ¢ ¢ ¢= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅E G E G E G E G  

  (3.5.11) 

また，歪テンソル成分は 

 
1

2
Eab a b a b

é ù= ⋅ - ⋅ê úë ûg g G G  (3.5.12) 

である．応力はもちろんのこと，歪も，面外成分は計算する

必要がない．これは，平面応力要素では，応力の面外方向成

分 13 31 23 32 33( , , , , )S S S S S が全て 0 であるという仮定のもとで

構成則から歪の面外方向成分 13 31 23 32 33( , , , , )E E E E E を逆算

し，それを構成則に代入することで，面内応力成分と面内歪

成分との関係，すなわち，C abgr を求めているからである． 
四節点平面応力要素の場合，補間関数は式(1.9.11)で与え

られる．そして， 
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,
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¶ ¶
= = = =

¶ ¶
¶ +
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¶

x X
g x G X

 (3.5.13) 

である．この式を式(3.5.12)に代入することで歪成分が求ま

る．そして，歪エネルギは 

 
1 1

1 2
1 1

1
det

2
h C E E G d dabgr

ab grP x x
- -

= ò ò  (3.5.14) 

となる．ただし，h は要素の厚さであり， 

 11 22 12 12det ,G G G G G Gab a b= - = ⋅G G  (3.5.15) 

このとき，変形による等価節点力と接線剛性マトリクスは 

1 1
1 2

1 1
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  (3.5.18) 

で与えられる．ただし， 
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 (3.5.19) 

 , , , , 3,3
1

2

T

m n m nn m

E
N N N Nab

b a a b

æ ö¶¶ ÷ç é ù÷ç = +÷ç ê ú÷ ë ûç ÷¶ ¶è ø
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 (3.5.20) 

3.5.2.1. 等方性材料の平面応力要素 

等方性材料の場合，式(2.4.10)において， 

 0z xz yzs t t= = =  (3.5.21) 

を適用すると， 
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 (3.5.22) 

を得る．つまり，正規直交系では 
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 (3.5.23) 

となり，それ以外の *C a b g r¢ ¢ ¢ ¢
の成分は 0 となる．したがって，

式(3.5.11)より次式を得る． 

2

1
( )

21

E
C G G G G G Gabgr ag br ar bg ab grn

n
n

é ù-ê ú= + +ê ú- ë û
 (3.5.24) 

E.54 等方性材料における平面応力要素の弾性テンソル 
式(3.5.24)を導きなさい． 

3.5.3. Timoshenko 梁要素 

Timoshenko 梁要素の場合，節点の配位ベクトルは，位置

ベクトル ax と，基底マトリクス aR を記述する有限回転ベ

クトル aq である．そして，要素内は次式のように補間する． 

3 3
1 1 2 21 ( ) ( )

Y Y
Y Y

L L
a a

a a

æ ö÷ç ÷ç= - + + +÷ç ÷÷çè ø
x x R i x R i  (3.5.25) 

 
3 3

1 21
Y Y

L L

æ ö÷ç ÷ç= - +÷ç ÷÷çè ø
R R R  (3.5.26) 

ただし，L は要素の変形前の長さ， 3Y は変形前の梁の中立

軸に沿った物理的な長さを表しており（ 30 Y L£ £ ），
1 2( , )Y Y は変形前の断面内の物理座標を表す． 
歪については 33 13 23( , , )E E E の 3 つだけを考えて歪エネル

ギを計算すればよいが，通常は，Green-Lagrange 歪を用い

ず，例えば，次式で定義される軸歪 3e と面外せん断歪 1e ，

2e ，曲率 1k ， 2k ，ねじり率 3k を用いて，単位長さあたりの

歪エネルギを以下のように定義するとよい． 

 3
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o o

a a ae e

k k k
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 (3.5.27) 
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 (3.5.28) 

これを，有限要素で離散化すると， 
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ただし， o
aR は変形前の節点a の正規直交基底マトリクスで

あり，式(3.5.31)において，下付き添え字は 

 1 2( , , ) (1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)i i i =  (3.5.32) 

である．そして，等価節点力は，次式で求めればよい．  
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30

T T
L

m
x m m

G A EA dYa
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 (3.5.33) 
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 (3.5.34) 

ただし， 1,2m = であり，未知数を節点の並進位置ベクトル
mx と，有限回転ベクトル mq とした．後は，式(3.5.33)と

(3.5.34)の積分値求めればよい．実際，これらの式の被積分

項のほとんどは要素内で一定であり，変化するのは ae だけ

なので，そこだけ Gauss 積分を行えばよいが，ここで一つ問

題が出てくる．それは shear locking の問題である． 

3.5.3.1. 梁要素における shear locking 

簡単のため，二次元 Timoshenko 梁を考えてみる．図 3.5
のように，曲げ剛性EI ，せん断剛性GA ，伸び剛性EA ，長

さ L の片持ち梁の先端にせん断力P とモーメントM を作

用させたときの先端の横方向変位 eu e，たわみ ew e，たわみ角

eq eを1つの2節点Timoshenko梁要素を用いて求めてみる．

まず，Timoshenko 梁の微小変形の支配方程式は 
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 (3.5.35) 

 
図 3.5 片持ち梁のたわみ 

となるので，その解析解は， 
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 (3.5.36) 

となる．よって，先端での変位および傾きは， 
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となる．これに対し，FEM の場合， 
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 (3.5.38) 

よって，たわみが小さければ，歪は式(3.5.29)，(3.5.30)より， 
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 (3.5.39) 
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と近似できる．また，曲率は 

 

3 3
1 2 2 1

2 1 3 1 3

3 3
1 2 2 1
1 3 1 3

3 3

3

1 1
1

1 1
1

0 cos sin 11 1
1

1 sin cos 0

1
1

T T

T T

e e

e e

Y Y

L L L L

Y Y

L L L L

Y Y

L L L L

Y

L L

k

q q
q q

æ ö÷ç ÷ç= - ⋅ - ⋅÷ç ÷÷çè ø
æ ö÷ç ÷ç- - ⋅ - ⋅÷ç ÷÷çè ø

é ù é ù é ù é ùæ ö -÷ç ê ú ê ú ê ú ê ú÷ç= - ⋅ - ⋅÷ ê ú ê ú ê ú ê úç ÷÷çè ø ê ú ê ú ê ú ê úë û ë û ë û ë û
æ ö÷ç ÷ç- -ççè ø

e e e e

E E E E

30 1 0 11
1 0 1 0

sin

T

e e

Y

L L

L L

q q

é ù é ù é ù é ù
ê ú ê ú ê ú ê ú⋅ - ⋅÷ ê ú ê ú ê ú ê ú÷÷ ê ú ê ú ê ú ê úë û ë û ë û ë û

= »

 (3.5.41) 

と近似できる．仮想仕事の原理より， 
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となるが， 
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であるから， 
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 (3.5.44) 

となる．したがって，式(3.5.42)より， 

 

1

2

1
0

3 2

e e
e e e

e
e e e

u w
EA u GA P w

L L

L
GA w EI M

L

d q d

q
q dq

é ùæ ö÷çê ú÷ç+ - + -÷ê úç ÷÷çè øê úë û
é ùæ ö÷çê ú÷ç+ - + - =÷ê úç ÷÷çè øê úë û

 (3.5.45) 

となる．よって，平衡方程式は次の 3 つとなる． 
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これを解くと， 
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となる．一般に梁の場合， 2 /GAL EI は非常に大きな値とな

るので，このとき， 

 , 0e e
PL

w
GA

q» »  (3.5.48) 

となる．この結果は解析解(3.5.37)に比べてたわみやたわみ

角が極端に小さい．この現象を shear locking と呼ぶ． 
このような現象はなぜ起ってしまうのだろうか？ 

2 /GAL EI が大きな値の場合，せん断変形は極めて小さい

値になるはずである（そうでなければ，せん断による歪エネ

ルギが発散してしまう）．このとき，式(3.5.39)によると， 
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q- +   (3.5.49) 

とならなければならない．この式の左辺は 3Y の関数となっ

てしまっていて，その係数が 0 でなかれば，梁の領域内で値

が変化してしまう．したがって， 

 0 , 0e ew q   (3.5.50) 

でなければならない．それゆえ，たわみやたわみ角が極端に

小さくなってしまうのである． 
そこで，この shear locking を避けるために， 3Y 方向は積

分点の少ない Gauss 積分で積分を近似する方法が用いられ

る．そのような積分を次数低減積分（reduced integration）
と呼ぶ．この場合には，せん断歪がが至るところで 0 になる

という条件は，積分点で 0，という条件に緩和されるので，

shear locking は起きないとされる．そして，二節点梁要素の

場合，一点の Gauss 積分を用いると shear locking が起らな

いとされている．そこで，実際に一点の Gauss 積分で計算し

てみよう．このとき，式(3.5.44)において， 
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 (3.5.51) 

となるので，式(3.5.42)より， 
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したがって，平衡方程式は次の 3 つとなる． 
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これを解くと， 
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この式からわかる通り， 2 /GAL EI が非常に大きな値となっ

ても，たわみやたわみ角が極端に小さくなることはない．す

なわち，shear locking は起きない．ただし，それでも， eq に

関しては解析解(3.5.37)と一致しない． 
この問題を解決するために，一般には，せん断剛性 を

修正することがよく行われる．つまり，解析解と式(3.5.54)
が一致するよう，GA を別の値 oG Aに修正するというもので

ある．したがって， oG Aは次式で求められる． 
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この式を解くと， 
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 (3.5.56) 

この式からわかる通り， 212 /oG A EI L» であり，せん断剛

性を非常にやわらかくする必要があることがわかる． 

3.5.3.2. 2 節点 3 次元 Timoshenko 梁要素 

以上より，結局，2 節点 3 次元 Timoshenko 梁要素の場合，

次式で等価節点力を求めればよいことがわかる． 
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ただし，正直なところ，2 節点の Timoshenko 梁要素は，精

度がそれほどよくない．精度を求めるのであれば，3 節点の

要素を用いるべきであろう．2 節点要素では，要素内で梁が

直線状になっているとして軸歪を計算しており，これが精度

劣化の原因となっている．3 節点要素では要素内の形状を二

次関数で近似するので，軸歪の計算精度は向上する．ただ，

節点自由度が増加してしまうことを考えると，どちらの要素

を用いるか，迷うところである．なお，2 節点でも，軸歪の

定義式を修正することで，精度を向上させることはできる． 
 

3.5.3.3. 有限回転ベクトルの取り扱い 

梁は，荷重の与え方によっては，大変位・大回転を呈する．

したがって，節点変数として Modified Rodriguez parameter
（MRP）のように回転範囲に制限があるものを使うのはた

めらわれるかもしれない．しかし，実際には，以下のように

して MRP を用いることが一般的である． 
大変位・大回転解析では，荷重ステップを分割し，徐々に

荷重を増やしながら解を求めてゆく．そこで，あるステップ

における解を求めたら，その解の状態から次の荷重増分を加

えた際の状態までの節点の回転を MRP で表現する．例えば，

MRP#3 を節点変数に用いる場合，次のようにすればよい． 

 3( )m m m=R R T b  (3.5.62) 

   2

3 3 32

3

2
( ) [ ]

1

m m m

m

= + +
+

T Ib b b
b

 (3.5.63) 

ただし， mR は，現在のステップ（既に解が求められている

ステップ）での回転マトリクスである．これらの式は，一回

の荷重増分では MRP#3 の許容配点範囲 3
m p<b を超えな

いことを前提としている．このように，ある状態からの回転

増分を節点変数に設定することで，数値的問題を回避しなが

ら大変位・大回転解析を行うことが可能となる． 

E.55 梁要素における等価節点ベクトルの導出 
式(3.5.62)の場合に，次の問いに答えなさい． 

(1) 3/ ( )m m
k ib¶ ¶e を求めなさい． 

(2) / m
ixae¶ ¶ ， 3 / m

ixe¶ ¶ を求めなさい． 
(3) 3/ ( )miae b¶ ¶ ， 3/ ( )mk ik b¶ ¶ を求めなさい． 
(4) 2

3 3/ ( ) ( )m m m
k i jb b¶ ¶ ¶e を求めなさい． 

(5) 2 / m n
i jx xae¶ ¶ ¶ ， 2

3/ ( )m n
i jxae b¶ ¶ ¶ ，

2
3 3/ ) ( )m n

i jae b b¶ ¶ ¶ ， 2
3 / m n

i jx xe¶ ¶ ¶ を求めなさい． 

3.5.4. 膜要素 

膜要素は，基本的には 3.5.2 節の平面応力要素と変わらな

いが，圧縮が作用して，しわ（wrinkle）やたるみ（slack）が

起きた際に，応力-歪関係を修正するところが異なる．以下，

詳細は文献[13]に譲り，結果だけを示す． 
まず，平面応力問題の応力ベクトルS ，歪ベクトルE ，弾

性マトリクスC ，撓性マトリクスを次式で定義する． 
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2211 2222 2212 1

1211 1222 1221
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C C C

-

é ù é ù
ê ú ê ú
ê ú ê ú= = = ⋅ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê úë ûë û
é ù
ê ú
ê ú= =ê ú
ê ú
ê úë û

S E S C E

C D C

 (3.5.64) 

このとき，taut 条件は，2 つの主応力がともに 0 以上であ

ること，すなわち， 

11 22 12 12 11 22 12
11 22 120 & 2 0S S S S S G S G S G- ³ + + ³  (3.5.65) 

であり，この条件が満たされないとき， 1G と 2G を基底とす

る平面における wrinkle angle qは次式で求められる． 

 1 1
2 2( ) 0 ( ( ) 0)é ù é ù⋅ ´ =  ⋅ ´ =ê ú ê úë û ë ûE U DU S CU U  (3.5.66) 

 

2 2

1 2 2
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cos sin

sin , cos

2 sin cos sin cos

q q

q q
q q q q

é ù é ù
ê ú ê ú
ê ú ê ú= =ê ú ê ú
ê ú ê ú-ê ú ê úë û ë û

U U  (3.5.67) 

そして，この wrinkle 時の修正弾性マトリクス wC は 

 
2

1 1
1 1

1
( ) ( )w

w
h-

= - Ä
⋅

C C CU CU
U CU

 (3.5.68) 

ただし， wh はノミナル応力に対する wrinkle 方向の応力の

低減係数を表す．通常の膜要素では 0wh = ，すなわち，

wrinkle 方向の応力成分は 0 となる．また，このときの修正

応力ベクトル wS および修正歪エネルギ密度 wp は 

 
1

,
2

w w w wp= ⋅ = ⋅S C E E C E  (3.5.69) 

次に，slack 条件は，修正主応力が 0 以下，すなわち， 

11 22 12 12 11 22 12
11 22 120 & 2 0w w w w w w wS S S S S G S G S G- > + + <  (3.5.70) 

である．この条件が満たされるとき，slack angle sq は 

 
1 1 1

2 2 2( ) 0 , ( ) , ( )w w s sq qé ù⋅ ´ = = =ê úë ûS C V V V U V U  (3.5.71) 

で求められ，修正弾性マトリクス sC および修正歪エネルギ

密度 sp は次式で与えられる． 

 

2
1 1

1 1

1
( ) ( )

1

2

s
s w w w

w

s s

h

p

-
= - Ä

⋅

= ⋅

C C C V C V
V C V

E C E

 (3.5.72) 

ただし， sh は wrinkle 応力に対する slack 方向の応力の低減

係数を表す．通常の膜要素では 0sh = である．すなわち，

slack 方向の応力成分は 0 となる． 
例えば，局所座標系が正規直交系で，かつ，その系で膜が

直交異方性を有するとすると， 
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となるので，taut 条件は 

 

2 2
2

11 22 11 22 12

11 22

(1 )
( )( ) 0

(1 ) (1 ) 0

x y
y x

x y

y x

G
E E E E E

E E
E E

n n
n n

n n

-
+ + - ³

+ + + ³
 (3.5.74) 

となり，wrinkle angle は次式で求められる． 
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  (3.5.75) 

ただし， 

  (3.5.76) 

なお，等方性の場合には，wrinkle 方向はノミナル応力の

主応力方向に一致（等方性なので，主歪方向とも一致）する．

また，応力状態の criteria も以下のよう簡単になる． 
まず，主歪は 

 1 2,
2 2

A B A B
g g

- +
= =  (3.5.77) 

ただし， 

 
11 22 12 2

11 22 12

11 22 12 12
11 22 12 12

2 , 4

,

A E G E G E G B A DH

D E E E E H G G G G

= + + = -

= - = -
 (3.5.78) 

そして，構成則は 

 
1

1 1 2 1

2 2
1 2 2 21 21

a a aE
a a aa a

t n g
n gt n

é ù é ù é ù
ê ú ê ú ê ú=ê ú ê ú ê ú-ê ú ê ú ê úë û ë ûë û

 (3.5.79) 

ただし， 1 2( , )a a は応力状態を表すパラメータで， 

1 2 1 2

1 2 1 1

1 2 2

1 1 2 2 2

0 : ( , ) (1,1)

0

0 : 1

0 :

taut a a

a

wrinkle a

slack a

g ng
g ng e

g g
e g g e

ìï + ³  =ïïï + <  =ïïïí ìïï + ³  =ïï ïï  íï ï + <  =ï ïï ïîïî

 (3.5.80) 

ただし， 1 2( , )e e は剛性低減係数で，等方性の場合の応力低減

係数 1 2( , )h h とは次の関係にある． 

 
2 2

1
1 1 2 22 2

1 1 2

1 1
,

1 1

n e n
h e h e

e n e e n
- -

= =
- -

 (3.5.81) 

そして，歪エネルギ密度は次式で与えられる． 

 
1

2
a

ap t g=  (3.5.82) 

この歪エネルギから等価節点力ベクトルや剛性マトリクス

を計算することができる． 
非線形弾性動力学解析コード NEDA では，等方性膜にこ

の構成則を適用し，ソーラーセイルの解析等を行っている． 

E.56 直交異方性膜の wrinkle 方向 
直交異方性膜の主軸方向が変形前は および 方向と

一致し，材料定数は以下のようであったとする． 

 

いま，変形前に 

 

であった正方形膜が，変形後は 

 

となった．膜の中央点での wrinkle 方向および応力成分を

求めなさい． 

E.57 等方性膜の wrinkle 方向 

， の等方性を有し，変形前後の頂点

の位置が E.56 と同じであったとする．膜の中央点での

wrinkle 方向および応力成分を求めなさい． 

E.58 等方性膜の等価節点力ベクトル 
E.57 において，膜厚を 25 mh = m として，等価節点力ベ

クトルを求めなさい． 

3.5.5. Moony-Rivlin 超弾性膜要素 

非圧縮性弾性体の代表例として，次式で歪エネルギ密度が

与えられる Moony-Rivlin 体が挙げられる[14]． 

 1 2( 3) ( 3)C Cc I c IIp = - + -  (3.5.83) 

ただし， CI ， CII は歪の不変量で， 

 ( )( )T i j i j
i j ijg= = Ä Ä = ÄC F F G g g G G G  (3.5.84) 

 2 2
1

tr , (tr ) tr( )
2

C CI II é ù= = -ê úë ûC C C  (3.5.85) 

であり，非圧縮性条件，すなわち， 

 det 1=C  (3.5.86) 

が課せられる． 3G を変形前の膜面の法線方向の単位ベクト

ルに設定すると，この非圧縮性条件より， 

 1 21 2
3 3 1 22

1 2 1 2

, ( )
´´

= = ´
´ ´

G GG G
G g g g

G G g g
 (3.5.87) 

とおくことができて，若干の計算より， 

 

11 22 22 11 12 12

2
11 22 12

2
11 22 12 11 22 22 11 12 12

2
11 22 12

2
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g G g G g G A
I

A g g g
g g g g G g G g G

II
A g g g

ìï + -ï = +ïï -ïïíï - + -ï = +ïï -ïïî

 (3.5.88) 

 
2 2

11 22 121 2A G G G= = -´G G  (3.5.89) 

とおくことができる．通常の 4 節点四角形要素を用いるので

あれば，要素節点力ベクトルおよび要素剛性マトリクスは 
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 (3.5.90) 

で求められる．ただし，文献[15]にもある通り，式(3.5.83)の
タイプの Moony-Rivlin 体（ 2 0c ¹ ）の数値解析は，二軸引

張において歪が大きくなると不安定を生じることが知られ

ているので，使い方には注意しなければならない．例えば，

一辺の長さが 2 の正方形膜を 初に応力 os で上下左右に引

っ張っておくと，膜は正方形のまま，ある大きさまで拡大す

るだろう．この状態で，上下方向の応力は os のまま，左右

方向の応力を os よりも増加させると，左右方向の伸びは増

えるはずが， os がある値よりも大きいと，逆に伸びは減る

という現象が起こる．これを実際に確認してみよう． 
上下に os ，左右に xs の応力を作用させたとする．このと

き，膜は長方形に変形するはずである．そこで，まず，正方

形膜の左右方向に 1x 軸を，上下方向に 2x 軸をとり，変形前

の頂点 (1,1)の変位を ( , )u v とすれば，式(3.5.90)において，こ

の頂点の等価節点力ベクトルと応力との関係から， 

 ,x o
u v

p p
s s

¶ ¶
= =

¶ ¶
 (3.5.91) 

となるはずである．ここで， aG や ag は要素内で一定で， 
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 1 2 1 2

1 0 1 0
, , ,

0 1 0 1

u

v

é ù é ù é ù é ù+ê ú ê ú ê ú ê ú= = = =ê ú ê ú ê ú ê ú+ê ú ê ú ê ú ê úë û ë û ë û ë û
G G g g  (3.5.92) 

であるから， 

 1 , 1x yu vl lº + = +  (3.5.93) 

として， 

 2 2 2 2
2 2 2 2

1 1 1
,C x y C x y

x y x y

I IIl l l l
l l l l

= + + = + +

 (3.5.94) 

したがって，式(3.5.91)より， 

 2
1 2 3 2

1
2( )( )x y x

x x y

c c
p

s l l
l l l
¶

= = + -
¶

 (3.5.95) 

 2
1 2 3 2

1
2( )( )o x y

y y x

c c
p

s l l
l l l
¶

= = + -
¶

 (3.5.96) 

求めたいのは， x os s= のときに / 0xdu ds < となる条件で

あるが， x os s= のとき x yl l= であるから，式(3.5.96)より， 

 2
1 2 5

1
2( )( )y y o

y

c c l l s
l

+ - =  (3.5.97) 

また， 

 
1

, x x xx

x

du d dvd
d du u v dudu

s s ss
s

-æ ö ¶ ¶÷ç= ÷ = +ç ÷ç ÷è ø ¶ ¶
 (3.5.98) 

であって，式(3.5.96)より， os が一定の場合には， 
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となるので，式(3.5.95)と合わせると， 
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 (3.5.100) 

となる．いまは x yl l= の瞬間を考えているので， 

 
2 2 6 2 8 2

1 2 1 2

6 2 6
1 2

( ) (3 ) 4( )
2

( )(3 )
y y yx

y y y

c c c cd

du c c
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l l l
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=

+ +
 (3.5.101) 

となる．これが負の値になる条件は， 

 2 6 8
1 2 1 2( )(3 ) 2( )y y yc c c cl l l+ + < +  (3.5.102) 

この不等式は 2 0c > であれば必ず 1yl > の解を持ち， 

 1 2/c ca º  (3.5.103) 

として，次式が条件となる． 

 8 6 23 0y y yl al l a- - - >  (3.5.104) 

例えば， 3a = であれば， >1.829661yl ，すなわち， 

 >22.60898os  (3.5.105) 

のときに不安定が起こることがわかる． 
なお，これをより一般的に考えると，この現象が x ye e=

ではなく， x ye he= のときに起きると拡張できる．この場合

には，(3.5.100)の右辺が 0 であるという条件を， x ye he= の

もとで解いて ye を求め，それを式(3.5.96)に代入することで

os を求めればよい．さらにそれを発展させると， 1h = のと

きに os が 小となることもわかる．図 3.6 に 3a = の場合の

これらの関係を示す． 

 
(a) h と ye との関係 

 
(b) h と os との関係 

 
(c) ye と os との関係 

図 3.6 超弾性膜の不安定現象 

E.59 Moony-Rivlin 膜の等価節点力ベクトル 
変形前後の節点位置が E.56 である， 1 60MPac = ，

2 20MPac = である Moony-Rivlin 体の等価節点力ベクト

ルを求めなさい．ただし，膜厚を 25 mh = m とする． 
E.60 Moony-Rivlin 膜の不安定現象 

上述の不安定現象が起こるための 初の os を求めなさ

い．また，そのとき，不安定現象は 1h = で起こることを

証明しなさい． 

3.6. Gauss 積分の次数 
 

3.5.3.1 節では shear locking を防ぐために，次数低減積分

を導入した．一般に，Gauss 積分の次数は高くすればするほ

ど積分の精度は上がるとされているが，3.5.3.1 節で示したこ

とは，FEM では次数を高くすると不適切な解を導く場合が

あることを意味している．これは，FEM における変数の補

間誤差に依るものであるが，では，shear locking 以外でも，

一般的に Gauss 積分における積分点の数には適切な量とい

うものが存在するのであろうか？ 一言で言えば， 

要素内の変形自由度と要素内の積分点における独立な

歪の数が一致するように積分点数を設定するのがよい． 

つまり，ある歪場（応力場）を実現しようとすると，（各積

分点における歪）×（積分点数）だけの歪が計算されるが，

変数の補間を行っているため，それらの歪は独立ではない場

合が多い．逆に言えば，独立な歪の数は，そのまま，要素内

で実現できる歪場（応力場）の自由度である．したがって，
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もし，その数よりも要素の変数の自由度が多いと，同じ歪場

（応力場）を複数の変位場で実現できてしまうこととなり，

変数の自由度が余剰ということになる．逆に，変数の自由度

が少ないと，実現できる歪場が少なくなり，shear locking の

ように，不適切な歪場しか表現できなくなることがある．し

たがって，両者が一致することが も望ましい． 
ここで，要素内の変数の自由度とは，その要素に含まれる

節点における変数の数のことであるから，要するに，要素内

の節点変数の数と独立な歪の数とが一致すればよいことと

なる（節点は複数の要素にまたがるので，厳密には，系全体

で考える必要があるとも考えられるが，筆者の経験では，

個々の要素で一致させれば問題はない）．そこで，これを，

4 節点四角形平面応力要素を例に考えてみよう． 
式(3.5.13)より，変形後の共変基底ベクトルは 

 2 1
1 2,x x= + = +g a c g b c  (3.6.1) 

 

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4

, ,
4 4

4

- + + - - - + +
= =

- + -
=

x x x x x x x x
a b

x x x x
c

 (3.6.2) 

と書ける．同様の式が変形前の共変基底ベクトルでも書ける

い．これらを用いて Green-Lagrange 歪 

 
1

2
Eab a b a b

é ù= ⋅ - ⋅ê úë ûg g G G  (3.6.3) 

を計算することになる．一つの積分点で歪成分は

11 22 12( , , )E E E の 3 つある（ 21E は 12E と一致する）．ここで，

2 点×2 点=4 点の Gauss 積分を用いる場合，積分点は 

 

1 2
1 2

3 4

1 1 1 1
, ,( , ) A , A ,

3 3 3 3
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 (3.6.4) 

となる（図 3.7）．ここで，積分点 1A ～ 4A それぞれ上付き

添え字のa ，c ，b ，d で表すと，まず， 

 1 1 1 1 2 2 2 2, , ,c a d b d a c b= = = =g g g g g g g g  (3.6.5) 

であるので，4 つの積分点の計 12 個の歪成分のうち， 

 11 11 11 11 22 22 22 22, , ,c b d b d a c bE E E E E E E E= = = =  (3.6.6) 

となり， 11 11 22 22( , , , )c d c dE E E E の4つは従属であることがわかる． 
また， 1/ 3x º とすれば，残り 8 つの歪成分は 
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 (3.6.7) 

と書ける．これらの式の右辺を見ると， 
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, ,

z z z

z z zx x x
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 (3.6.8) 

の 6 つの項が現れるので，8 つのうち，独立な歪は 6 個であ

ることがわかる．実際， 

 11 22 12 11 22 12

11 22 12 11 22 12

2 2

2 2

b a c a b d

a a a b b b

E E E E E E

E E E E E E

+ + = + +

+ - = + -
 (3.6.9) 

という 2 つの関係式が得られるので，独立な歪のセットは，

例えば， 11 11 22 22 12 12( , , , , , )a b a b a cE E E E E E とすればよい． 

 
図 3.7 4 点の Gauss 積分 

これに対し，要素の節点自由度総数は，一つの節点自由度

が 3 であるから（三次元座標が配位変数），4 節点で計 12 と

なる．このうち，剛体自由度が 6 個あるので，変形を表現す

る自由度は残りの 6 個ということになる．つまり，4 点の

Gauss 積分を用いれば，独立な歪の数と節点変形自由度が一

致するので，4 点の Gauss 積分は適切であることがわかる． 
なお，二次元の平面応力要素の場合，節点自由度は 2 であ

るから，要素の節点自由度総数は 8 であり，剛体自由度は 3
であるから，差し引き，変形自由度は 5 となって，独立な歪

の数よりも 1 個少ないように思うかもしれない．しかし，二

次元の場合，a とb とc は同一平面上にあるわけだから， 

 p q= +c a b  (3.6.10) 

と書けるので， 
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 (3.6.11) 

となり，歪は 1 2 3( , , , , )z z z p q の 5 つで記述できる．つまり，独

立な歪は 5 個となって，この場合にも，要素の変形自由度数

と一致することがわかる．つまり，二次元の平面応力要素で

も，4 点の Gauss 積分は適切であることがわかる． 
以上のように，積分点の数と要素自由度とは密接な関係に

あり，要素を構成する場合には，こういったことも考慮に入

れる必要があることを頭に入れておいてほしい． 

3.7. 計算例 
 
ここまで，各要素について定式化してきたが，より理解を

深くするため，具体例について計算してみよう． 

3.7.1. 一本の棒の回転 

図 3.8(a)のように，一端をピンジョイントで位置拘束され

た，ヤング率E ，断面積A ，自然長L の棒に，大きさ oF で

斜め 45°方向の荷重ベクトル [ / 2 / 2 ]To oF F=F を作

用させたとしよう．このとき，棒は図 3.8(b)のように，45°
傾き，伸びが /ou F L EA= となるであろう． 
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 (a) 変形前 (b) 変形後 

図 3.8 ピンジョイントで拘束された棒 

何も考えずに，3.5.1 節に示した理論式を参考にプログラ

ムを組むと，表 3.1 のようになるだろう．しかし，このまま

ではプログラムは走らない．しかし，それはまずは置いてお

いて，このプログラムの流れを理解してほしい． 
大事なところは，FF や fx，rr，del_xx である．これらは 4

行のベクトルであり，第一成分は節点 1（図 3.8 の点 O）の

成分，第二成分は節点 1 の 成分，第三成分は節点 2（図

3.8 の点 A）の x 成分，第四成分は節点 2 のy 成分に対応し

た，それぞれ，外力，内力，残差ベクトル，Newton 増分ベ

クトルである．つまり，節点 1 に関する 2 行のベクトルと節

点 2 に関する 2 行のベクトルを縦に並べている．すなわち， 
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ただし， x
af は式(3.5.8)の通りである．また，KKxx は，要素

剛性マトリクスであり，その中身は式(3.5.9)の通りである． 
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そして， 
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KKxx rr del_xx  (3.7.3) 

として， 

 1-D = -x K r  (3.7.4) 

によりDx を求め， 

 1 1 1 2 2 2,¬ +D ¬ +Dx x x x x x  (3.7.5) 

としているのがこのプログラムである． 

表 3.1 棒の回転のプログラム例 1 
% 定数 

L  = 1.0; 

E  = 70e9; 

A  = 1.0e‐4; 

Fo = 1.0; 

FF = Fo*[1.0/sqrt(2.0); 1.0/sqrt(2.0)]; 

% 節点 1，2 を合わせた外力ベクトル 

Fx = [0;0; FF]; 

% Newton 反復回数 

itemax = 20; 

% 節点位置の初期値 

xx1 = [ 0 0]'; 

xx2 = [ L 0]'; 

 

% Newton 反復 

jud = 0; 

for ite=1:itemax 

  % 要素節点内力と要素剛性マトリクスの計算 

  el   = norm(xx2‐xx1);  

  epsi = el/L‐1.0; 

  ee   = (xx2‐xx1)/el; 

  fx   = E*A*L*epsi*[‐ee; ee]; 

  kk   = E*A*(1.0/L*ee*ee' + epsi/el*(eye(2)‐ee*ee')); 

  KKxx = [kk ‐kk; ‐kk kk]; 

   

  % 残差ベクトル 

  rr   = fx ‐ Fx; 

  % 残差の表示 

  fprintf(1,' ite = %02d  norm(rr) = %+13.5e\n',... 

  ite,norm(rr)); 

   

  % 収束判定 

  if norm(rr) < 1.0e‐8 

    jud = 1; 

    break; 

  end 

   

  % 収束していない場合，増分計算 

  del_xx = ‐KKxx\rr; 

   

  % 節点位置ベクトルの更新 

  xx1    = xx1 + del_xx(1:2); 

  xx2    = xx2 + del_xx(3:4); 

   

end 

 

if jud == 1 

  % 収束した場合 

  fprintf(1,' xx1                 xx2\n'); 

  fprintf(1,' %+18.10e  %+18.10e\n',xx1(1),xx2(1)); 

  fprintf(1,' %+18.10e  %+18.10e\n',xx1(2),xx2(2)); 

else 

  % 収束しなかった場合 

  fprintf(1,' Not converged. I am blue ...\n'); 

end 

では，なぜ，このプログラムが走らないかというと，境界

条件を考慮していないからである．当然であるが，境界条件

を考慮しない限り，解を求めることはできない． 
実は，このプログラムは，図 3.9 のように，宙に浮いた棒

に，点 O には荷重がかからず，点 A にだけ荷重が作用して

いる状況を解こうとしている．これでは，力が釣り合ってい

ないので，棒は飛んで行ってしまうであろう．我々が求めよ

うとしているのは，力が釣り合う時の形状であるわけなので，

釣り合う形状がない状況を解こうとしても，解が得られない

のは当然である．実際，K が正則にならず，式(3.7.4)の 1-K
が存在しないので，Matlab で計算しようとすると，警告が

たくさん出てきて，収束しないまま計算が終わってしまう． 
では，境界条件を考慮するにはどうしたらよいかというと，

いくつか方法があるが，システマティックに行うのであれば， 
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 (3.7.6) 

とすればよい．こうすると， 
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となって， 1D =x 0 となる（点 O は動かない）し，解が求

まりそうである．つまりは，結局，次式を解くだけである． 

 22 2 2
xx x⋅D = -K x f F  (3.7.8) 

 
図 3.9 宙に浮いた棒 

そこで，表 3.2 のように修正してみよう．しかし，実はこ

れでも走らない．先ほどと同様，警告が出て，収束しない．

K の値を表示させてみると， 

x y

F
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となっていて，やはり正則ではないのである．この非正則性

が，有限要素法のちょっとやっかいなところでもあり，非線

形有限要素法の出番ともいうべきところでもある．では，な

ぜ，非正則になってしまったのであろうか？ 

表 3.2 棒の回転のプログラム例 2 
% 定数 

L  = 1.0; 

E  = 70e9; 

A  = 1.0e‐4; 

Fo = 1.0; 

FF = Fo*[1.0/sqrt(2.0); 1.0/sqrt(2.0)]; 

% 節点 1，2 を合わせた外力ベクトル 

Fx = [0;0; FF]; 

% Newton 反復回数 

itemax = 20; 

% 節点位置の初期値 

xx1 = [ 0 0]'; 

xx2 = [ L 0]'; 

 

% Newton 反復 

jud = 0; 

for ite=1:itemax 

  % 要素節点内力と要素剛性マトリクスの計算 

  el   = norm(xx2‐xx1);  

  epsi = el/L‐1.0; 

  ee   = (xx2‐xx1)/el; 

  fx   = E*A*L*epsi*[‐ee; ee]; 

  kk   = E*A*(1.0/L*ee*ee' + epsi/el*(eye(2)‐ee*ee')); 

  KKxx = [kk ‐kk; ‐kk kk]; 

   

  % 残差ベクトル 

  rr   = fx ‐ Fx; 

   

  % 修正 

  rr(1:2) = 0; 

  KKxx(1:2,1:2) = eye(2); 

  KKxx(1:2,3:4) = 0; 

  KKxx(3:4,1:2) = 0; 

   

  % 残差の表示 

  fprintf(1,' ite = %02d  norm(rr) = %+13.5e\n',... 

  ite,norm(rr)); 

   

  % 収束判定 

  if norm(rr) < 1.0e‐8 

    jud = 1; 

    break; 

  end 

   

  % 収束していない場合，増分計算 

  del_xx = ‐KKxx\rr; 

   

  % 節点位置ベクトルの更新 

  xx1    = xx1 + del_xx(1:2); 

  xx2    = xx2 + del_xx(3:4); 

   

end 

 

if jud == 1 

  % 収束した場合 

  fprintf(1,' xx1                 xx2\n'); 

  fprintf(1,' %+18.10e  %+18.10e\n',xx1(1),xx2(1)); 

  fprintf(1,' %+18.10e  %+18.10e\n',xx1(2),xx2(2)); 

else 

  % 収束しなかった場合 

  fprintf(1,' Not converged. I am blue ...\n'); 

end 

これは，剛性マトリクスK と Newton 増分Dx と残差力

r との関係を考えればわかる．これらの関係は 

 ⋅D = -K x r  (3.7.10) 

で与えられるが，この式は，「力が釣り合わず，-r だけの

力が作用すると，Dx だけ動く」ということを意味している

（Newton 法なので，あくまで一次近似の上での意味である

が）．しかし，図 3.8(a)を見ればわかる通り，横に真っ直ぐ

にただ置かれただけの状態では，棒をちょっと触っただけで，

棒はクルクルと回転してしまうであろう．つまり，r が限り

なく0 に近くても，棒の先端 A は大きく変位してしまうの

である．これは，Dx が大きな値になることを意味する．式

(3.7.10)において，右辺の r が小さくてもDx が大きくなる

のは，つまりは，K が小さい，つまり，K に逆行列が存在

しないことを意味するのである．別の言い方をすれば，K
はバネを伸ばそうとするときのバネ定数のようなもので，今

の例で言えば，小さな力で大きく伸びるということは，バネ

定数が小さいということを意味する．つまりは，剛性が小さ

い（というよりは，剛性がない）ことを意味するのである．

では，この問題は FEM では解けないのであろうか？ 
結論としては，もちろん，何とかなる．一言で言えば，「棒

に張力が作用するよう，節点位置の初期値を設定」すればよ

い．3.5.1 節で，幾何剛性について触れた．棒の場合の幾何剛

性とは，式でいえば，式(3.5.9) 
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L
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 (3.5.9) 

における，右辺第二項のことである．この項は，歪 eが 0 で

あれば消える項であり，変形しているが故に発生する剛性で

ある．この例題では，式(3.7.8)，すなわち， 

 22 2 2 2
xx x⋅D = - º -K x r F f  (3.7.11) 

を解けばよいのであるが，この式は，重要な意味を持ってい

る．つまり，例えば，棒の先端を 2D =x u だけ変位させよう

とすると， 22
xx ⋅K u だけの力が必要である，ということであ

る（線形の有限要素法を勉強していれば，容易にわかるであ

ろう）．そこで，例えば，先端を棒と同じ方向，すなわち，

e と同じ方向に変位させたとしよう．すなわち， 2 wD =x e
（ただし，w は任意の実数）とすれば，式(3.5.9)より， 

 

22 2
33

1
( )xx EA w

L
w

EA
L

eé ù
ê ú⋅D = ⋅Ä + - Äê úë û

=

K x ee e I e e
  (3.7.12) 

となって，当然のことではあるが， /w L だけの歪を与える

ような軸力に相当する力が必要となる．これに対し，先端を

棒と垂直な方向n（ただし， 0⋅ =n e ）に変位させたとしよ

う．すなわち， 2 vD =x n とすると， 
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となって，現時点での軸力EAeに対して /v L の割合だけの

力が必要ということになる．つまり，軸力が既に作用してい

るときには，棒を棒に垂直な方向に動かそうとすると力を必

要とするのである．逆に，軸力が作用していなければ 0 とな

って，いくらでも動かせる，つまり，棒はクルクルと回転す

るのである．棒に平行な方向に変位させる場合には，式

(3.7.12)のように，剛性EA（と変位w ）に比例した力が必要

であったが，棒に垂直な方向の場合には，軸力（と変位 v ）

に比例した力が必要となるのである．つまり，あたかも，棒

の垂直方向にEAeだけの剛性があるかのように棒はふるま
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うのである．これを幾何剛性と呼ぶ． 
そこで，表 3.3 のように， 2x の初期値を棒の自然長L よ

りも少しだけ伸ばした位置に設定してみよう． 

表 3.3 棒の回転のプログラム例 3 
% 定数 

L  = 1.0; 

E  = 70e9; 

A  = 1.0e‐4; 

Fo = 1.0; 

FF = Fo*[1.0/sqrt(2.0); 1.0/sqrt(2.0)]; 

FF = Fo*[0; 1]; 

 

% 節点 1，2 を合わせた外力ベクトル 

Fx = [0;0; FF]; 

 

% Newton 反復回数 

itemax = 20; 

 

% 節点位置の初期値 

xx1 = [ 0 0]'; 

xx2 = [ L*1.01 0]'; 

 

% Newton 反復 

jud = 0; 

for ite=1:itemax 

  % 要素節点内力と要素剛性マトリクスの計算 

  el   = norm(xx2‐xx1);  

  epsi = el/L‐1.0; 

  ee   = (xx2‐xx1)/el; 

  fx   = E*A*L*epsi*[‐ee; ee]; 

  kk   = E*A*(1.0/L*ee*ee' + epsi/el*(eye(2)‐ee*ee')); 

  KKxx = [kk ‐kk; ‐kk kk]; 

   

  % 残差ベクトル 

  rr   = fx ‐ Fx; 

   

  % 修正 

  rr(1:2) = 0; 

  KKxx(1:2,1:2) = eye(2); 

  KKxx(1:2,3:4) = 0; 

  KKxx(3:4,1:2) = 0; 

   

  % 残差の表示 

  fprintf(1,' ite = %02d  norm(rr) = %+13.5e\n',... 

  ite,norm(rr)); 

   

  % 収束判定 

  if norm(rr) < 1.0e‐8 

    jud = 1; 

    break; 

  end 

   

  % 収束していない場合，増分計算 

  del_xx = ‐KKxx\rr; 

   

  % 節点位置ベクトルの更新 

  xx1    = xx1 + del_xx(1:2); 

  xx2    = xx2 + del_xx(3:4); 

   

end 

 

if jud == 1 

  % 収束した場合 

  fprintf(1,' xx1                 xx2\n'); 

  fprintf(1,' %+18.10e  %+18.10e\n',xx1(1),xx2(1)); 

  fprintf(1,' %+18.10e  %+18.10e\n',xx1(2),xx2(2)); 

else 

  % 収束しなかった場合 

  fprintf(1,' Not converged. I am blue ...\n'); 

end 

この場合には，Matlabの画面には表 3.4のように出てきて，

収束するし，先端位置は， 

 2
1 / 2 0.70710688220

0.707106882201/ 2
oF L

L
EA

é ù é ùæ ö ê ú ê ú÷ç= ÷ =ê úç + ê ú÷ç ÷è ø ê ú ê úë ûê úë û

x  (3.7.14) 

となって，計算がうまくいっていることがわかる． 

表 3.4 棒の回転の計算結果 
 ite = 01  norm(rr) = +6.99993e+004 

 ite = 02  norm(rr) = +7.07100e‐001 

 ite = 03  norm(rr) = +2.89690e+006 

 ite = 04  norm(rr) = +2.52446e‐004 

 ite = 05  norm(rr) = +2.23052e‐001 

 ite = 06  norm(rr) = +5.26356e‐010 

 xx1                 xx2 

 +0.0000000000e+000  +7.0710688220e‐001 

 +0.0000000000e+000  +7.0710688220e‐001 

以上のように，ちょっとした考慮でプログラムがうまく走

るようになることはよくあるので，経験を積んでほしい． 

3.7.2. 平面静定トラス 

図 3.10 のような直角二等辺三角形の平面トラスの頂点 C
の変位を求めてみよう．ただし，棒 AC，BC は材質は同じ

もので，ヤング率は 70GPaE = ，断面積は 4 21.0 10 mA -= ´ ，

長さは BC が 0.5mL = ，AC は 2L である．また，荷重ベ

クトルは [4kN 1kN]T= -F である． 

 
図 3.10 平面トラス 

この問題は，材料力学で学んだ線形解析であれば，棒に作

用する軸力を求め，それに見合う棒の伸びを求め，その伸び

を与える変位を求めるか，あるいは，はじめから変位を仮定

して伸び・軸力の順に定式化し，点 C での力の釣り合いを

解いて変位を求めるかのどちらかであろう．どちらの場合も，

力の釣り合い自体は，棒 AC，BC の軸力をそれぞれ 1T ， 2T
とすれば図 3.11 のようになり，次式を得る． 

 
3

1 2 3

1
0 4 10 02

1 1 01 10

2

T T

é ù
ê ú- é ùé ù é ùê ú ´ê úê ú ê úê ú + + =ê úê ú ê úê ú - - ´ê úê ú ê úê ú ë û ë û- ë ûê úê úë û

 (3.7.15) 

 
図 3.11 平面トラスの力の釣り合い 

そして，はじめから変位を仮定して解く場合，図 3.12 のよ

うに，点 C の変位を [ ]Tu v=u とすれば，棒 AC の伸び 1l お

よび BC の伸び 2l は， 

F

2L

L

45

45

1T
2T

F
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 (3.7.16) 

ただし， 1E および 2E は，棒 AC および BC の，点 C に向か

う方向の単位ベクトルである．式(3.7.16)より，軸力は 

 1 2
1 2( ) ,

22

EA EA
T EA u v T EA v

L L LL

l l
= = + = =  (3.7.17) 

となる．これを式(3.7.15)に代入すると， 

 
3

3

1
0 4 10 02( )

1 1 01 102

2

EA EA
u v v

L L

é ù
ê ú- é ùé ù é ùê ú ´ê úê ú ê úê ú+ + + =ê úê ú ê úê ú - - ´ê úê ú ê úê ú ë û ë û- ë ûê úê úë û

 (3.7.18) 

整理すると， 

 

3

3

( ) 4 10 0
2 2

( ) 1 10 0
2 2

EA
u v

L
EA EA

u v v
LL

- + + ´ =

- + - - ´ =
 (3.7.19) 

これに 70GPaE = ， 4 21.0 10 mA -= ´ ， 0.5mL = を代入し

て解くと，以下の通り解を得る．これが線形解である． 

 3 31.165265 10 m , 0.357143 10 mu v- -= - ´ = - ´  (3.7.20) 

 
図 3.12 平面トラスの変位と伸び 

なお，ここまでの式展開を，文字式のまま記述してみると，

以下のようになる．すなわち，力の釣り合い式(3.7.15)は 

 1 1 2 2T T- - + =E E F 0  (3.7.21) 

あるいは， 

 1 1 2 2T T+ - =E E F 0  (3.7.22) 

と表示できる．また，部材の軸力は 

 1 1 2 2
1 1 2 2

1 2

,
E A E A

T T
L L

= ⋅ = ⋅E u E u  (3.7.23) 

ただし， 1L ， 2L はそれぞれ棒AC，BCの自然長で， 1 2L L= ，

2L L= である．同様に， 1 2E E E= = ， 1 2A A A= = である．

式(3.7.23)を(3.7.22)に代入すると， 

 1 1 2 2
1 21 2

1 2

E A E A

L L

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷+ =ç ç⋅ ⋅÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
E E FE u E u  (3.7.24) 

つまり， 

 1 1 2 2
1 1 2 2

1 1

E A E A

L L

æ ö÷ç ÷ =ç Ä + Ä ÷ç ÷çè ø
u FE E E E  (3.7.25) 

となる．ここで， 

 1 1 1 1
1 1 2 2

1 1

lin E A E A

L L
º Ä + ÄK E E E E  (3.7.26) 

とおけば，これはまさに，トラスの要素剛性マトリクス

(3.5.9)のうちの右辺第一項，すなわち，線形部分と一致する

（それを棒 AC と BC について足し合わせたものである）． 
この問題の場合には，変位は小さく，幾何学的非線形を考

慮しても線形解とはほとんど差が出ないが，練習だと思って，

プログラムを書いてみよう．それにはまず，部材が複数（要

素が複数）ある場合の定式化について理解しておく必要があ

る．実は，ここに，FEM の利便性が隠されている． 
式(3.3.2)は物体の領域積分で記述されている．積分とは，

要するに足し算であるから，これは，部材が複数ある場合に

はそれぞれの部材について計算して，それらを足し合わせれ

ばよいことを意味している．つまり，棒 AC と棒 BC とで，

式(3.5.9)を用いて要素節点力や剛性剛性マトリクスを計算

し，それらを足し合わせればよいだけなのである．  
式(3.3.2)をここでのトラスの問題に当てはめると， 

 2 2
1 1 1 1 2 2 2 2

1 1

2 2
E A L E A LP e e= +  (3.7.27) 

 1 2
1 2

1 , 1
C A C B

L L
e e- -= - = -x x x x  (3.7.28) 

,
T T

A A B B
x x

A B

T

C
x

C

P P

P

æ ö æ ö¶ ¶÷ ÷ç ç÷ ÷= - = = - =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø¶ ¶
æ ö¶ ÷ç ÷= - =ç ÷ç ÷çè ø¶

f F 0 f F 0
x x

f F 0
x

 (3.7.29) 

ただし， AF ， BF はそれぞれ，点 A，点 B での床からの反

力ベクトルである．つまり，図 3.13 のように，棒が宙に浮

いていて，力が釣り合っているかのように考えるわけである． 

 
図 3.13 トラスのフリーボディーダイアグラム 

実際に式(3.7.27)と(3.7.28)を用いて(3.7.29)やその Jacobin
を計算すると，式(3.5.8)および(3.5.9)と同様の式が得られる

はずで，まず，解くべき式は次のようになる． 
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 (3.7.30) 

そして，Newton 反復方程式は次のようになる． 
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 (3.7.31) 

ただし， 
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 (3.7.32) 

であり， 1e や 2e は変形後の節点位置を元に計算した単位ベ

クトルであって， 1E や 2E のように変形前の節点位置で計算

したものとは異なる．そして，点 A と点 B が固定点である

ことを考慮し，式(3.7.31)に対して式(3.7.6)と同様の操作を

すると，次式を得る． 

1 1 1 1 2 2 2 2

A

B

AA BB C
xx xx E A E Ae e

é ùé ù é ùDê úê ú ê ú
ê úê ú ê úD =ê úê ú ê ú
ê úê ú ê ú- -+ Dê úê ú ê úë ûë û ë û

I 0 0 x 0

0 I 0 0x

F e e0 0 K K x

 

  (3.7.33) 

線形解析の場合の式(3.7.25)と対応させて比較すると，表 3.5
のようになる．残差ベクトルについては，部材の軸力を考慮

しているか否かが，剛性マトリクスについては，幾何剛性を

考慮しているか否かと，変形前の位置で方向ベクトルを算出

しているか変形後かが異なる．ただし，非線形解析でも，変

形前の状態を Newton 法の初期値とすれば， 初の反復の際

の残差ベクトルと剛性マトリクスは線形のものと一致する． 

表 3.5 線形解析と非線形解析の比較 

項 線形解析 非線形解析 
残差 F  1 1 1 1 2 2 2 2E A E Ae e- -F e e  

AA
xxK  1 1

1 1
1

E A

L
ÄE E  1 1

1 1
1

1 1 1
33 1 1

1

( )

E A

L
E A e

Ä +

- Ä

e e

I e e


 

BB
xxK  2 2

2 2
2

E A

L
ÄE E  2 2

2 2
2

2 2 2
33 2 2

2

( )

E A

L
E A e

Ä +

- Ä

e e

I e e


 

表 3.6 二次元トラスのプログラム例 
% 定数 

L1 = sqrt(2.0)*0.5; 

L2 = 0.5; 

E1 = 70e9; 

E2 = 70e9; 

A1 = 1.0e‐4; 

A2 = 1.0e‐4; 

FF = [4e+3 ‐1e+3]'; 

% Newton 反復回数 

itemax = 20; 

 

% 節点位置の初期値 

xxA  = [ 0 0]'; 

xxB  = [ L2 0]'; 

xxCo = [ L2 L2]'; 

xxC  = xxCo; 

 

% Newton 反復 

jud = 0; 

for ite=1:itemax 

  % 要素節点内力と要素剛性マトリクスの計算 

  el1   = norm(xxC‐xxA); 

  epsi1 = el1/L1 ‐ 1.0; 

  ee1   = (xxC‐xxA)/el1; 

  el2   = norm(xxC‐xxB); 

  epsi2 = el2/L2 ‐ 1.0; 

  ee2   = (xxC‐xxB)/el2; 

   

  % 残差ベクトル 

  residual = FF‐E1*A1*epsi1*ee1‐E2*A2*epsi2*ee2; 

  KKxxAA  =  E1*A1/L1*ee1*ee1'+E1*A1/el1*epsi1*(eye(2)‐

ee1*ee1'); 

  KKxxBB  =  E2*A2/L2*ee2*ee2'+E2*A2/el2*epsi2*(eye(2)‐

ee2*ee2'); 

 

  % 剛性マトリクス 

  KK       = KKxxAA + KKxxBB; 

   

  % 残差の表示 

  fprintf(1,' ite = %02d  norm(rr) = %+13.5e\n',... 

  ite,norm(residual)); 

   

  % 収束判定 

  if norm(residual) < 1.0e‐9 

    jud = 1; 

    break; 

  end 

   

  % 収束していない場合，増分計算 

  del_xx = KK\residual; 

   

  % 節点位置ベクトルの更新 

  xxC    = xxC + del_xx; 

     

end 

 

if jud == 1 

  % 収束した場合 

  fprintf(1,' uu\n'); 

  fprintf(1,' %+18.10e\n',xxC(1)‐xxCo(1)); 

  fprintf(1,' %+18.10e\n',xxC(2)‐xxCo(2)); 

else 

  % 収束しなかった場合 

  fprintf(1,' Not converged. I am blue ...\n'); 

end  

プログラム例を表 3.6 に示す．実際に計算させると，次の

ように表示されるであろう．この結果は，線形解析の結果

(3.7.20)とほぼ同じで，その差は幾何学的非線形性と Newton
法の収束計算誤差によるものである． 

表 3.7 二次元トラスの計算結果 
 ite = 01  norm(rr) = +4.12311e+003 

 ite = 02  norm(rr) = +1.86714e+001 

 ite = 03  norm(rr) = +5.14165e‐005 

 ite = 04  norm(rr) = +4.94660e‐010 

 uu 

 +1.1665536448e‐003 

 ‐3.5846746433e‐004 

 
なお，このプログラムで Newton 反復回数を 1 回にして

del_xxを出力すれば，それが線形解析の結果となる．実際， 

 +1.1652648928e-003 , 3.5714285714e-004u v= =-  (3.7.34) 

となって，式(3.7.20)と同じになる． 

3.7.3. 解の軌跡 

図3.10の例では，荷重を [4kN 1kN]T= -F としていたが， 

 [4kN 1kN]Tl= -F  (3.7.35) 

として，lを変化させていったときに，頂点 C がどう動い

てゆくか，その軌跡を追ってみると，このような単純な問題

であっても，その軌跡を追うことが意外と難しいことがわか

るだろう．結果だけ示すと，図 3.14 のようになる． 
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図 3.14 平面トラスの変形の軌跡 

この図で，黒の太線が，変形前のトラス形状を表しており，

赤線は頂点 C の軌跡である．また，カッコ内の数字はlの

値を意味する．このグラフは，非線形方程式の解の振る舞い

を調べるのに必要な勉強の要素を数多く含んでいる．この解

の軌跡は，物理的にはあり得ないであろうものも含まれてい

る（例えば，長さが 0 まで縮む解など）．しかし，そういっ

た物理現象からは一歩離れて，式(3.7.33)，すなわち， 

 1 1 1 1 2 2 2 2( )AA BB C
xx xx o E A E Al e e+ ⋅D = - -K K x F e e  (3.7.36) 

（ただし， [4kN 1kN]To = -F ）という非線形方程式の解が

パラメータlによってどう変化するかをみるのは，応用数理

学的にとてもおもしろい． 
せっかくなので，このグラフを数学の例題として見てみよ

う．まず，荷重を大きくする（lを正の値で 0 から徐々に大

きくしてゆく）と，点 C1 まで達し，その後は，逆にlの値

は減少して，点 C2に至ったときには 0 になる．この点 C1よ

りもlが大きくなると，トラス先端は図 3.15 の点 D1に飛び

移るだろう．点 C1は，lの値を与えて，その都度，式(3.7.36)
を解いてゆくことで得られるが，この方法では，正確なlの

値を得ることはできない．点 C1 でのlの値をより正確に求

めることはできないだろうか？ 

 
図 3.15 先端の飛び移り 

それは，もちろん，できる．そもそも，解くべき方程式は 

 1 1 1 1 2 2 2 2( , )C
o E A E Al l e eº - - =g x F e e 0  (3.7.37) 

である．したがって， 

 ( )AA BB C
xx xx od dl+ ⋅ =K K x F  (3.7.38) 

を得るが，点 C1 は，lがピーク値を持つ点であり，したが

って，微小変化 dlが 0 であっても，0 でない Cdx があり得

ることになる．別の書き方をすれば，次式が成り立つ． 

 T
C

l¶
=

¶
0

x
 (3.7.39) 

したがって，点 C1では0 でない Cdx に対して， 

 ( )AA BB C
xx xx d+ ⋅ =K K x 0  (3.7.40) 

が成り立つ．よって，( )AA BB
xx xx+K K は逆行列を持たないこと

がわかる．つまり， 

 det( ) 0AA BB
xx xx+ =K K  (3.7.41) 

したがって，解くべき式(3.7.37)に式(3.7.41)も合わせた 3 つ

の式（式(3.7.37)は x ，y 成分の式の 2 つの式から成る）を解

いて， Cx とlを解けばよいことがわかる． 

実際にこれを Newton 法で解く際の反復方程式は 
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CCxx xx o

AA BB
AA BBxx xx
xx xx

C

l
l

é ù+ é ùé ùê ú D ê úê úê ú ⋅ = -¶ + ê úê úê ú D +ê úê úê ú ë û ë û¶ë û

K K F g xx
K K K K

x

 

 (3.7.42) 

となる．このような問題の場合，まずは図 3.14 のように，

lを適当に与えておおざっぱな軌跡を描いておいて，どのあ

たりに解があるかの見当をつけた上で，それに近い点を初期

値として Newton 反復方程式(3.7.42)を解いてゆくとよい． 
が，今回の例題の場合，左辺の det( )AA BB

xx xx+K K に関する

偏微分を手計算することはかなり煩雑である．こういう場合，

次式のように差分近似するとよい．ただし， Cxd と Cyd は適

当な微小値であり，以下に示す例では 41.0 10-´ としている． 

( , ) ( , )
det( )

( , ) ( , )

T
C C C C C

AA BB Cxx xx
C C C C CC

C

h x x y h x y

x
h x y y h x y

y

d
d
d
d

é ù+ -ê ú
ê ú¶ + ê ú»
ê ú+ -¶ ê ú
ê úë û

K K

x
 (3.7.43) 

以上の方法で，点 C1を求めると，次式を得る． 

 1 1
0.83364034489

, 177.91634082
0.25922808419

C Cl
é ù
ê ú= =ê ú
ê úë û

x  (3.7.44) 

点 C10も同様にして求めることができる． 
次に，図 3.14 の点 C2 を求めてみよう．点 C2 は，これ以

上， Cx の値が大きくなれない点であるので式(3.7.38)におい

て， 0Cxd = でも解が存在すればよい．今， 

 
11 12

21 22

AA BB
xx xx

K K

K K

é ù
ê ú= º +ê ú
ê úë û

K K K  (3.7.45) 

[ ] [4kN 1kN]T
xo yo oF F = = -F とすると，式(3.7.38)より， 
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xoC

yo

K F
y

K F
d dl

é ù é ù
ê ú ê ú=ê ú ê ú
ê ú ê úë û ë û

 (3.7.46) 

となるので，解くべき式は 

 12 22 0yo xoK F K F- =  (3.7.47) 

となる．つまり，Newton 方程式は次のようになる． 

 
12 22

12 22

( , )
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yo xo
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C
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l
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K K F x g x

x

 

 (3.7.48) 

そして，左辺の偏微分は差分近似することで，容易に解は求

められ，次式を得る． 

 2 2
0.89126449567

, 108.69741635
0.070846829666

C Cl
é ù
ê ú= =ê ú
ê úë û

x  (3.7.49) 

図 3.14 にはこのような曲線の極値を与える解がいくつか

あるが，それらも全く同様の方法で求めることができる． 
次に，図 3.14 の点 C3は，二つの棒が真っ直ぐになるとき

の点であり，次式から求められる． 

 
3 3

1 2 2
1 1 2 2

1 2

( )
0

C Cx L x L L
E A E A

L L

- - -
+ =  (3.7.50) 

これを解くと， 

 3 1 2

1 2

3 3 2
3

2
C L L

x
L L

= = -
+

 (3.7.51) 

点 C6や C9も同様にして求めることができる． 
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次に，点 C4と C5について考えてみよう．これらの点は，

どちらも，棒の根元で，座標自体は ( ,0)L である．しかし，

その時の荷重パラメータの値が 2176- から1221 に飛び移っ

ている．これはどういうことであろうか？ 
そもそも，このケースでは棒の先端が棒の根元にくるので，

棒 BC の変形後の長さは 0 になる．これは物理的にはあり得

ないが，Cauchy 歪を用いている限り，棒の長さが 0 になっ

ても歪が有限（ 1e = - ）であるので，解は存在してしまう．

ここではそれには目をつぶって，純粋に数学の問題として与

えられた式(3.7.37)の解を考えよう． 
このケースで解を得る際に問題となるのは，棒 BC の方向

ベクトルが定まらないことである．すなわち，棒の長さが 0
であると，棒の方向 2e を決めることができない．このことか

ら，解を得るには棒の根元に限りなく近づくときの極限とし

て解を得るしかないことがわかる．では，どのようにして極

限を求めればよいのだろうか？ こういった問題の場合，次

のように棒の先端の座標を設定する．すなわち， 

 
cos

0 sin
C

L q
h

q

é ù é ù
ê ú ê ú= +ê ú ê ú
ê ú ê úë û ë û

x  (3.7.52) 

ここで， 0h  の極限のときのlや qの値を求めることが，

極限解を求めることに相当する．この式からわかる通り，q
は棒の先端の軌跡が根元に到達する際の軌跡の傾斜角を表

すことになる．そこで，実際に極限解を求めてみよう． 
式(3.7.37)において，(3.7.52)より， 

 

1 1

2 2

1
2

1 1 1 1
( )

02 2
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1 sin
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e

q
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é ùé ù - ê ú-ê ú= » -- ê úê ú ê ú-ë û ë û

x xx xe
x x

x x
x x

x xx xe
x x

 (3.7.53) 

つまり，式(3.7.52)のように置くことで， 2e も問題なく計算

できる．このとき，式(3.7.37)は次のように書ける． 

 
cos 40001 1

0 sin 10002

L
EA EA

LL

q
l

q

é ù é ù é ùæ ö÷ç ê ú ê ú ê ú÷ç - - =÷ ê ú ê ú ê úç ÷ -÷çè ø ê ú ê ú ê úë û ë û ë û
 (3.7.54) 

整理すると， 

 
1 2 4

cos , sin
2 EA EA

l l
q q

-
- = =  (3.7.55) 

となり，この式から 

 

2 2
1 2 4

1
2 EA EA

l læ ö æ ö÷-ç ÷÷ çç + ÷ =- ÷ çç ÷÷ ç ÷ç ÷ è øçè ø
 (3.7.56) 

を得る．これより， lが次のように得られる． 

 1211.0, 2175.9l = -  (3.7.57) 

これを式(3.7.55)に代入することで，次の解を得る．この 2 つ

の解の一つ目が点 C5に，二つ目が点 C4に対応している． 

 0.173882rad , 0.31608radq = -  (3.7.58) 

後に，C12の先に至る際の漸近線を求めよう．そもそも，

棒の先端の座標を ( , )x y と置けば，解くべき式は 

 
2 2

2 2

1 1

2

1 1 4000

1000( )

x

yL x y

x L

L y EAx L y

l

é ùé ù
ê úê ú- ê úê ú+ ê úê úë û ë û

é ù é ù é ù-ê ú ê ú ê ú-+ =ê ú ê ú ê ú-- +ê ú ê ú ê úë û ë ûë û

 (3.7.59) 

と書けるが， , yx  ¥ の極限では，この式は 

 
40001 1
10002

x x L

y yL EAL

lé ù é ù é ù-ê ú ê ú ê ú+ =ê ú ê ú ê ú-ê ú ê ú ê úë û ë û ë û
 (3.7.60) 

と近似できる．これを解くと，次式を得る． 

 
4000 2 2 1000 2

,
1 2 1 2 1 2

x L y L
EA EA

l l
= + =-

+ + +
 (3.7.61) 

この式からlを消去することで，漸近線が得られる． 

 
1 2 2

4 4
y x

-
= - +  (3.7.62) 

以上のように，解の振る舞いを調べて考察することは，設

計者になるためのよいトレーニングになるだろう． 

E.61 トラス先端の軌跡 
次の問いに答えなさい． 

(1) 点 C6と C9の座標を求めなさい． 
(2) 点 C7 と C8 でのlの値と，軌跡の傾斜角を求めなさ

い． 
(3) 点 C10の座標，および，この時のlの値を求めなさい． 

3.7.4. 分布外力を考慮した例 

図 3.10 の例で，下向きに重力があった場合には，平衡方

程式(3.3.2)において外力項が次のように現れる． 
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 (3.7.63) 

したがって，解くべき式は， 

1 2
2 1 1 1 1 2 2 2 2

( , )

( )

2

C

o
o

gA L L
E A E A

l
r

l e e

¢

+
º - - - =

g x

F i e e 0
 (3.7.64) 

3.7.5. 連結された棒（ケーブル） 

3.7.1 節では一本の棒の変形を考えた．この例では未知量

は棒の先端の位置ベクトルのみであった．3.7.2 節では 2 本

の棒から成るトラスについて考えたが，この例でも未知量は

棒の頂点のうちベクトルのみであった．そこで，この節では

連結された棒の複数の節点の位置ベクトルが未知量である

場合の変形についてシステマティックに考えでみよう．実際，

ケーブルの変形解析などでは，一本のケーブルを短いケーブ

ル要素を連結することでモデル化し，ケーブルの柔軟な変形

を模擬することがよく行われている． 
ここでは図 3.16 のようにn 本の棒が連結され，重力を受

けつつ両端に集中荷重を受ける問題を考える． 
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図 3.16 連結されたケーブルの変形 

この問題は FEM のプログラミングをせずとも，次のよう

にして解を求めることができる． 
すなわち，節点Ai と 1Ai+ を端点とするケーブルを要素 i

とし，要素 i の軸力を iT ，傾斜角を iq とし，方向ベクトルを

ie ，軸力ベクトルを iT すれば， 
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,
sin

i
i i i i

i
T

q
q

é ù
ê ú= = ê ú
ê úë û

T e e  (3.7.65) 

ここで，FEM の場合，要素に作用する重力 ALr g は両節

点への集中荷重に振り分けられるので，図 3.17 のようにな

り，節点 1Ai+ での力のつり合いは 
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 (3.7.66) 

となる．ただし， of および ef はケーブル全体の端点，すな

わち， 1A および 1An+ に作用する外力であり，図にある通り， 
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o e
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o e

f f

p p g
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と書ける． 

 
図 3.17 節点での力のつり合い 

式(3.7.65)～(3.7.67)を整理すると，次式のようになる． 
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 (3.7.68) 

これらの式より， 

 1sin , cos
2

i i o i i oT p ALg T fiq r q
æ ö÷ç= + ÷ =ç - ÷ç ÷è ø

 (3.7.69) 

を得る．したがって，以下のように解を得る． 

 

1

2tan
o

i
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p ALgi

f

r
q
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=  (3.7.70) 

 

2

2 1

2
i o oT f p ALgi r
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 (3.7.71) 

また，変形後の形状については 
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となるので，式(3.7.70)，(3.7.71)を代入すると，以下の通り

解を得る． 
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  (3.7.73) 

以上より，この問題の解は式(3.7.70)，(3.7.71)，(3.7.73)で表

されるが，これらの式の中で未知数は ( , )o of p の二つである．

したがって，この二つを与えるか，これらを逆算できる境界

条件，例えば，先端での反力 ( , )e ef p ，あるいは先端の位置

( , )e ex y を与えれば，この問題は解くことができる． 
さて，これを棒要素を用いた FEM で解く場合，重力によ

る要素 m のポテンシャルエネルギは 

 11
( )

2
m m m
gravityU AL y yr += +  (3.7.74) 

となるので，系全体のポテンシャルエネルギは 

 2 1

1

1 1
( )

2 2

n
m m

m
m

EA AL y yP e r +

=

= - +å  (3.7.75) 

となる．ただし， 
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m
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e
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である．したがって，解くべき方程式は 

 
T

m
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Pæ ö¶ ÷ç ÷º =ç ÷ç ÷çè ø¶
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 (3.7.77) 

となる．これに境界条件を考慮することで解くべき方程式が

決定される．そして，それを Newton 法で解くことで解があ

られる．その解は式(3.7.73)と一致するはずである． 
ここで重要なことは，解析解(3.7.73)と FEM の解を比較

することで FEM コードのバグを取り除くことである．一般

に，FEM で解析するのは解析解は得られないからであるが，

解析条件を工夫することで解析解が得られる場合もある．こ

のケースでも，例えばケーブルに風が当たっている場合には，

動圧によりケーブルが変形するので，解析解を得ることがで

きあいが重力だけであれば解析解を得ることができる．そこ

of

op
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で，その解析解と比較することで FEM コードにバグがない

であろうことを事前に確認したうえで，風の影響を加えた解

析をするというのが常套手段である． 
また，解析解にも二種類あって，式(3.7.73)は FEM モデル

の解析解であるので，FEM による結果と一致するが，一般

には，解くべき対象と FEM モデルは一致しないので，FEM
コードにバグがなくとも，解析解とは一致しない． 
実際，ここでのケーブルの問題も，連続体の解析解は次の

ようにして求められ，それは式(3.7.73)とは一致しない．ま

ず，合応力ベクトルをP とすれば，平衡方程式は 

 2Agr¢ - =P i 0  (3.7.78) 

であり，変形形状に関する微分方程式は次のように書ける． 
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また，P は次のように書ける． 

 T=P e  (3.7.80) 

以上より，まず， 
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と書けて， 

 cos , sino oT f T p Agsq q r= = +  (3.7.82) 

を得る．また， 

 sin ( )cos 0o of p Agsq r q⋅ = - + + =P n  (3.7.83) 

となり，この式から qを求めることができる．すなわち， 
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そして， ( , )x y は次の微分方程式を計算することで求めるこ

とができる． 

 
2 2

2 2

cos1

( ) ( )

sin1

( ) ( )

o o

o o

o o

o o

Tx
EA

f f

EAf p Ags

Ty
EA
p Ags p Ags

EAf p Ags

q

r

q

r r

r

æ ö÷ç¢ = ÷ç + ÷ç ÷è ø

= +
+ +

æ ö÷ç¢ = ÷ç + ÷ç ÷è ø
+ +

= +
+ +

 (3.7.85) 

これらの微分方程式を 0s = で 0x y= = という境界条件で

解くと，次式を得る． 
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  (3.7.86) 

当然のことながら，この式は式(3.7.73)とは一致しないが，

式(3.7.73)が(3.7.85)を離散化した形になっていることをみ

れば，両者は互いに近い解を与えることが予想できる． 

なお，軸剛性が無限大（EA  ¥ ）の場合には 
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となり， 
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として， 
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となって，懸垂線を得る． 

3.7.6. FEM の精度評価 

ゴッサマー構造物の変形のように，幾何学的非線形性の強

い問題では，構造解析に高い精度を求めることは容易ではな

い．実際，2010 年 5 月に打ち上げられたソーラー電力セイ

ル実証機 IKAROS では，解析・設計時点では精度の保証が

難しく，大きなマージンを取らざるを得なかった（IKAROS
の場合には静的変形ではなく，構造ダイナミクスであったた

め，余計に精度の保証が困難であった）．しかし，昨今，軽

量で高精度な宇宙機搭載大型アンテナが必要とされつつあ

り，そこでは，柔軟な梁とケーブルや膜面から成る 10m 級

のゴッサマー構造の軌道上での変形をミクロン・オーダーで

予測しなければならない状況になっている．構造解析には

FEM を用いるが，このような高い精度要求に対しては，何

を正解として誤差評価をするかが問題となる．実際，非線形

性が高いと，どの汎用ソフトの解を正しいとみなすのかが難

しく，実験で検証しようにも，計測精度が問題となる． 
FEM の精度評価には 2 つの面がある．すなわち，(1) 仮定

の妥当性（例えば，どのような構成則を仮定するかで解は異

なるため，どの構成則が適切であるかを十分に吟味する必要

がある）と， (2) FEM による離散誤差の 2 つである．(1)は
実験で検証する他になく，今後，形状に高精度を求められる

柔軟構造物が増えるにつれ，(1)は重要な研究課題となって

ゆくであろう．本節では，(1)には立ち入らず，(2)について，

例を通じて議論したい． 
図 3.18 のような，放射リブとフープケーブルと膜面から

成る展開アンテナを例に考えてみよう．このようなアンテナ

に高い形状精度を要求する場合，ヒータやピエゾ等，形状調

整用のアクチュエータを搭載し，軌道上で形状を制御する必

要がでてくるであろう．その際，外乱等，ミッション期間中

に軌道上で発生し得る擾乱に対して，アクチュエータ性能が

十分かを評価する必要がある．その評価は数値解析を用いる

ことになるが，そこでは FEM の計算精度が問題となる．な

ぜなら，計算精度が悪いと，軌道上擾乱に対してアンテナが

どれだけ変形するかの予測精度も，アクチュエータによる変

形調整量の予測精度も悪くなり，アクチュエータ性能の評価

ができないからである． 
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図 3.18 リブ・フープケーブル式アンテナ 

このような問題に対し，田中らは，以下に示すような簡易

化したモデルによるパッチテストを提案している． 
図 3.19 は，図 3.18 のリブの変形を評価するための簡易モ

デルである．リブを想定した真っ直ぐな長さ 2.0407m の梁

に，フープケーブルに相当する荷重およびタイケーブルに相

当する荷重を作用させることでリブが / 1F D = のパラボラ

状に変形する．この変形を，様々な汎用 FEM ソフトやイン

ハウスで開発したソフトで比較し合い，解析に用いている要

素の評価を行おうというものである（元々は，軌道上でアン

テナ形状を制御する際，経年劣化や軌道上外乱等に対するア

ンテナの変形が，アクチュエータの形状制御能力範囲内であ

るか否かを確認するための評価モデルであるが，アンテナ形

状を超高精度化するためには，解析自体も高精度でなくては

ならず，ソフトによる違いを評価することとなった）．この

パッチテストでは，長さ 2.0407m の真っ直ぐなリブに荷重

をかけることで表 3.8～表 3.10の緒元を用いてリブの変形を

計算する（リブの厚さや長さ等は，変形後のリブがパラボラ

面上にほぼ乗るように設定されている）． 

 
図 3.19 アンテナリブの変形評価用簡易モデル 

こういったパッチテストでは，正解をどう設定するかが問

題となるが，幸い，このテストに関しては，Elastica の解析

解が存在するので，それを比較対象として検討するとよい．

そこで，次節以降では，まず，Elastica の解析解を示し，次

に，二種類の Timoshenko 梁要素の結果を示す． 

表 3.8 アンテナ簡易モデル緒元 

項目 記号 値 

リブヤング率 E  70GPa  
リブポアソン比 n  0.3  
リブ長さ L  2.0407m  
リブ幅 b  0.005m  
要素分割 divN  8  
リブ先端高さ H 0.24986m  

表 3.9 アンテナリブ要素の長さ・厚さ 

要素番号 長さ(m) 厚さ

(mm) 

1 0.2525  3.630  
2 0.2510  4.815  
3 0.2551  5.519  

4 0.2540  5.948  
5 0.2550  5.858  
6 0.2562  5.192  
7 0.2576  4.232  
8 0.2593  2.818  

表 3.10 リブに作用させる荷重 

節点番号 x 方向荷重(N) y 方向荷重(N) 

1 (-9.83915)  
2 1.28910-  0  
3 1.04673-  0  
4 1.04673-  0  
5 1.04673-  1.2891-  
6 1.04673-  0  
7 1.04673-  0  
8 2.09340-  0  
9 2.09340-   

 

3.7.6.1. リブ変形の Elastica 解 

分布荷重が作用しない梁の静的変形には解析解が存在す

る．それが Elastica 解であり，二次元変形の場合には比較的

簡単な式となる．したがって，今回のリブのように離散的に

荷重がかかる場合（あるいは，分布荷重の場合でも，節点に

等価荷重を作用させて近似するような場合）には，Elastica
解を連結することで解析解を得ることができる． 

Elastica に関しては文献が数多くあるのでそれらを参考

にしてほしいが，一つだけ重要なことがある．それは，「分

布荷重を受けない Elastica の変形の一般解は，変曲点から変

曲点までの変形の繰り返しであり，与えられた境界条件に対

する解は，一般解の曲線のある部分を切り出したもの」とい

うことである．つまり，図 3.20 のような Elastica の一般解

に対し，例えば，図 3.21 のように一部を切り出して回転さ

せると，ある境界条件（図 3.21 であれば，一端固定で他端

に力とモーメントが作用しているケース）の解が得られる．

逆に言えば，「どこを切り出すか」を考える必要がある． 

  

  
図 3.20 Elastica の例 

 
図 3.21 Elastica 解の切り出し 

本題に戻って，図 3.22 のように両端のみに外力および外

力によるモーメントが作用するリブの変形の解析解を求め

てみよう．今回の場合，リブには集中荷重が作用するだけな

ので，その途中の変形の釣り合い方程式は次の通りとなる． 

 ¢ =P 0  (3.7.90) 

 ¢ ¢+ ´ =M x P 0  (3.7.91) 

x
O

y

H
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ただし， [ 0]Tx yP P=P は断面力ベクトル， [0 0 ]TzM=M
は曲げモーメントベクトル， [ 0]Tx y=x は断面中心の位置

ベクトル，ダッシュは弧長 s による微分を表す．式(3.7.90)か
らわかる通り，断面力は一定であり， xoR ， yoR をそれぞれ

0s = で Elastica が受ける外力の x 成分とy 成分として， 

 
xo

yo

R

R

é ù
ê ú= - ê ú
ê úë û

P  (3.7.92) 

これで式(3.7.90)は解けたことになるので，あとは(3.7.91)を
解いて Elastica の変形を求めよう． 

 
図 3.22 Elastica 問題 

変形の幾何学的関係式は次式のように書ける． 

 (1 )e g¢ = + +x e n  (3.7.93) 

ただし，eは軸歪，gはせん断歪に相当するが，もし，そう

ならば，本来は次のように定義する方がよいであろう． 

 (1 )(cos sin )e g g¢ = + +x e n  (3.7.94) 

しかし，この時点では式(3.7.93)のように定義しても何ら一

般性を失わないので(3.7.93)を用いることにする． 
また， e は弧長に沿って断面に垂直なベクトル，n は断

面に平行なベクトルであって，断面の傾斜角を qとして，そ

れぞれ次式のように表すことができる． 

 

cos sin

sin cos,

0 0

q q
q q

é ù é ù-ê ú ê ú
ê ú ê ú= =ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê úë û ë û

e n  (3.7.95) 

次に，断面力に関する構成則を考えよう．構成則には様々

なものが提案されているだけでなく，断面力の定義自体もい

くつか提案されている．ここでは断面力ベクトルP を，断面

の軸力T とせん断力N を用いて，次のように定義する． 

 T N= +P e n  (3.7.96) 

これについては，例えば，次のように定義することもできる． 

 , ,T N T N
¢

¢= + = +
¢

x
P x n P n

x
 (3.7.97) 

ただ，この時点では式(3.7.96)のように定義しても一般性は

失わないので，(3.7.96)を用いることにする． 
そして，構成則を次のように仮定する[11, 12]． 

 , , zT EA N GA M EIe g q¢= = =  (3.7.98) 

結局のところ，この式が変形を考える上で 大の焦点となる．

このあたりについては文献を参照してほしい．ここでは，式

(3.7.93)，(3.7.96)，(3.7.98)を用いることにする．この時，解

くべき方程式(3.7.91)は以下のように変形できる．まず，式

(3.7.93)，(3.7.96)より， 

 
3

[(1 ) ] ( )

[(1 ) ]

T N

N T

e g
e g

¢´ = + + ´ +
= + -

x P e n e n

i
 (3.7.99) 

であり，これに式(3.7.91)を代入すると，次のようになる． 

 
3

3

1

1 1

NT N T
GAEA

N TN
EA GA

é ùæ ö÷çê ú¢´ = ÷ -ç + ÷ê úç ÷è øë û
é ùæ ö÷çê ú= + ÷ç - ÷ê úç ÷è øë û

x P i

i

 (3.7.100) 

ここで，断面力は式(3.7.92)と(3.7.95)，(3.7.96)より， 

 
cos sin

sin cos
xo yo

xo yo

T R R

N R R

q q
q q

ìï = ⋅ = - -ïïíï = ⋅ = -ïïî

P e

P n
 (3.7.101) 

となるので， 

 
2 2( )

sin2 cos2
2

yo xo
xo yo

R R
TN R Rq q

-
= +  (3.7.102) 

この式と(3.7.101)を(3.7.100)に代入し，(3.7.98)と合わせて

(3.7.91)に代入すると， 

 
2 2

1 1sin cos

0sin2 cos2
2

xo yo

yo xo
xo yo

EI R R
EA GA

R R
R R

q q q

q q

æ ö÷ç¢¢ + - + ÷ç - ÷ç ÷è ø
æ ö- ÷ç ÷´ =ç + ÷ç ÷çè ø

 (3.7.103) 

この式は qの常微分方程式なので，境界条件を与えれば解け

る．そして，変形形状は式(3.7.93)より，次式で求められる． 

 

2 2

(1 )cos sin

cos sin cos1

sin cos
sin

1 1cos sin cos

cos sin

xo yo

xo yo

yo

xo xo

x

R R
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R R
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R
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EA GA

e q g q

q q q

q q
q

q q q

q q
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æ ö- - ÷ç ÷= ç + ÷ç ÷çè ø

-
-

æ ö÷ç= - ÷ç - ÷ç ÷è ø

- -

 (3.7.104) 

 

2 2

(1 )sin cos

cos sin sin1

sin cos
cos

1 1sin sin cos

sin cos

xo yo

xo yo

xo

yo yo

y

R R
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R
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e q g q
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æ ö- - ÷ç ÷= ç + ÷ç ÷çè ø

-
+

æ ö÷ç= + ÷ç - ÷ç ÷è ø
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 (3.7.105) 

そこで，まず，式(3.7.103)を解こう．解きやすくするため，

以下の通り，無次元化してみる． 

 
2 2

2 2

1 1
, ,

, ,

e g

xo xo yo yo

EI EI
EA GA

d d
EI EI

R r R r s x

= =

= = =

 


 

 (3.7.106) 

この時，式(3.7.103)は次のようになる． 

 

2

2

2 2

sin cos

( )sin2 2 cos2
2

x yo

e g
xo yo xo yo

d
r r

d
d d

r r r r

q
q q

x

q q

= - +

- é ù+ - +ê úë û

 (3.7.107) 

となる．ここで，図 3.23 のように，荷重 xoR と yoR の合力の

方向角度をa とする．すなわち， 

 
2 2 2 2

cos , sin yoxo

xo yo xo yo

rr

r r r r
a aº º

+ +
 (3.7.108) 

このとき， 

xoR

xoR

yoR

yoR

oM

eM
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 (3.7.109) 

これを積分すると，次式を得る． 

 

2
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2 2

1
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2
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 (3.7.110) 

ここで，変曲点での qの値を oq とすると， 
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 (3.7.111) 

となる．そこで， 

 2 2 2 22 ,
2

e g
xo yo xo yo

d d
D r r B r r

-
º + º +  (3.7.112) 

とおくと，式(3.7.111)は次のように整理できる． 

 

{ }

2

2 cos( ) cos( )

1 cos( ) cos( )

o

o

d
D

d

B

q
q a q a

x
q a q a

æ ö÷ç é ù÷ =ç - - -÷ç ë û÷çè ø
é ù´ - - + -ë û

 (3.7.113) 

 
図 3.23 Elastica 解析の座標系 

ここで， 

 , o of q a f q aº - º -  (3.7.114) 

と定義すると， 

 (cos cos )[1 (cos cos )]o o
d

D B
d

f
f f f f

x
= - - +  (3.7.115) 

ただし，変形形状に変曲点はないと仮定した（今回のリブの

問題であれば，この仮定は妥当である）．この式より， 

 
1

1 2,
( )

d

D f

f

f

f
x f f f

f
= £ £ò  (3.7.116) 

ただし，Elastica の起点と終点での qの値を 1q ， 2q として， 

 1 1 2 2,f q a f q a= - = -  (3.7.117) 

であり， 

 ( ) (cos cos )[1 (cos cos )]o of Bf f f f fº - + +  (3.7.118) 

である．式(3.7.116)からわかる通り， ( ) 0f f ³ でなければな

らないので，式(3.7.118)から，次式が成り立つことがわかる． 

 1 2o of ff f- £ < £  (3.7.119) 

さて，式(3.7.116)に変数変換を施して，より計算しやすく

しよう．すなわち，次式で，独立変数をfから t に変換する． 

 
1 cos 1 cos

cos cos
2 2

o o t
f f

f
+ -

= +  (3.7.120) 

この式から，次式を得る． 

 

2sin 1 cos

1 cos
(1 cos )(1 cos )

2
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-
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 (3.7.121) 

つまり， 

 
1 cos 1 cos

( ) cos
2 2

o oC t tf
f f+ -
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として， 
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 (3.7.123) 

によりfから t に変数を変換する．このとき， 

 
1 cos

sin sin
2

od tdt
f

f f
-

=  (3.7.124) 

であるから，式(3.7.121)より， 
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 (3.7.125) 

また，式(3.7.118)と(3.7.120)より， 
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o
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となるので， 
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 (3.7.127) 

したがって，式(3.7.116)より， 

 
1

1 2,
1 ( ) ( )
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となる．ただし， 
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 ( ) 1 [ ( ) cos ]oh t B C tf fº - +  (3.7.129) 

であり， ta は次式で決定される． 

 
cos ( )

sin 2 sin sin 1 ( )
2 2
o

C t

t
C t

a f a

a
a f a

f
f

f

ìï =ïïïíï = +ïïïî

 (3.7.130) 

そして， t の定義域は 

 1 2t t tp p- £ £ £ £  (3.7.131) 

式(3.7.128)は(3.7.116)に比べて精度を高めやすい． 
次に、Elastica の形状については、 

 ,x x y y= =    (3.7.132) 

とおくと、式(3.7.104)，(3.7.105)より， 
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 (3.7.133) 
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したがって， 
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( ) , ( )x y x y

x y x y

C t r S t r S t r C t r
C t S t

r r r r

f f f f
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- +
º º
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 (3.7.135) 
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として， 
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式(3.7.128)，(3.7.138)により，
 1 2( , , , , )xo yo oR R t tf の 5 つが与

えられれば，Elastica の形状が求められることがわかる． 
この解を用いて，図 3.19 の問題を解いてみよう．この場

合，リブを 8 分割し，各要素の連結条件を満たすよう，各要

素の 1 2( , , , , )xo yo oR R t tf を決定すればよい．しかも，各要素の

xoR は予め求めることができ，要素 1（節点 1 と 2 を両端と

する要素）におけるy 方向反力 (1)
yoR を未知数とすれば，他

の要素の ( )m
yoR （m は要素番号で， 2 8m£ £ ）は (1)

yoR の

式で記述できる．また，要素 1 の始点ではモーメントが 0 で

あるので変曲点となることから， (1)
1t p=- である．同様に，

要素 8 の終点では (8)
2t p= となる．よって，未知数は 

 (1) (1) (1) (2) (2) (2) (8) (8)
2 1 2 1( , , , , , ,.., , )yo o o oR t t t tf f f  (3.7.139) 

の計 23 個となる．これに対し，未知数が満たすべき条件は，

各要素の自然長が ( )m であること，すなわち， 

 2( ) 1 1 ~ 8t for mx = =  (3.7.140) 

また，要素のつなぎ目で角度が等しいこと，すなわち， 

 ( ) ( 1)
2 1 1 ~ 7m m for mq q += =  (3.7.141) 

モーメントが等しいこと，すなわち， 

 ( ) ( 1)
2 1( ) ( ) 1 ~ 7m mEI EI for mq q +¢ ¢= =  (3.7.142) 

そして，先端のy 座標が与えられた値H である，すなわち， 

 
8

( )

1

m

m

y H
=

=å  (3.7.143) 

となる．式(3.7.140)～(3.7.143)を満たすよう，(3.7.139)の 23
個の未知数を決定することで，リブの変形が求まる． 

3.7.6.2. リブ変形の 2 次元 Timoshenko 要素解 

Timoshenko 梁要素については 3.5.3 節で述べたが，2 次元

梁の場合には，式は簡単になる．実際，基底マトリクスの線

形補間（式(3.5.26)）は不要で，有限回転ベクトルも，変形が
1 2x x- 面内で起こるとして， 3q= iq （ qは回転角）で定義

することで，増分型にしなくとも定式化できる．つまり， 
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e e e  (3.7.144) 

歪は，一点の次数低減積分を用いると，次のようになる． 
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 (3.7.145) 

そして，要素の歪エネルギは次式で与えられる． 

 2 2 2
3 1

2 2 2
oEAL G AL EIL

P e e k= + +  (3.7.146) 

ただし，せん断剛性は式(3.5.56)で与えられる． 

 
2

2

1 12

12
1

o
EI

G A
EI L

GAL

=
+

 (3.5.56) 

ここで，式(3.7.145)では，梁を直線近似して軸歪 3e を求めて

いるが，図 3.24 のように，梁が曲がっていると，分割が十

分でない限り，無視できない誤差を生じる（図 3.24 の破線

と実線の長さの違いが無視できなくなる）． 

 
図 3.24 曲率が軸歪に与える影響 

そこで，この場合には， 

 

2 1

2 1

2 1

3

sin
2

2

L

q q

q q
e

-

-
-= -x x  (3.7.147) 

とすると，精度が向上する．この式は，節点間を円弧で近似

した場合の軸歪を与える式であり，図 3.24 において，実線

を円弧で近似したことに相当する．この式は二次元梁の場合

であるが，三次元でも同様の式を立てることができる． 
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3.7.6.3. 数値解の比較 

以上を踏まえ，図 3.19，表 3.8，表 3.9，表 3.10 のリブモ

デルの計算を行った結果を表 3.11，表 3.12 に示す．また，

Elastica 解を基準にした誤差を図 3.25 に示す．  

表 3.11 計算結果の比較（ x 座標） 
Node1 Elastica Timoshenko 

(3.7.147) 
Timoshenko 

1 0 0 0 
2 0.252440693 0.252462401 0.25245594413 
3 0.504935624 0.504972452 0.50495352645 
4 0.757436621 0.757485219 0.75745911134 
5 1.00991593 1.009974406 1.00995515043 
6 1.262412507 1.262480572 1.26248863038 
7 1.514949724 1.515027766 1.51509249938 
8 1.767535772 1.767624995 1.76778965477 
9 2.020287176 2.020387852 2.02071682057 

表 3.12 計算結果の比較（y 座標） 
Node1 Elastica Timoshenko 

(3.7.147) 
Timoshenko 

1 0 0 0 
2 0.003723744 0.003755346 0.00461043452 
3 0.015568973 0.01561454 0.01694301050 
4 0.035379842 0.035431976 0.03697444210 
5 0.062944321 0.062998145 0.06456592794 
6 0.098455587 0.098502651 0.09994172389 
7 0.141519858 0.141556409 0.14271265436 
8 0.192013288 0.192034737 0.19272804675 
9 0.24986 0.24986 0.24986 

 
これらの結果からわかる通り，要素分割が粗くても，式

(3.7.147)を用いれば，それなりの精度で Elastica 解に近い解

を求めることができるが，通常の Timoshenko 梁の場合，特

にy 座標に大きな誤差を生じる．この場合には，十分な分割

数を必要とする．このように，式(3.7.145)と(3.7.147)という

わずかな差でも，要素が粗いと大きな差を生むことがわかる． 

 
(a) x 座標 

 
(b) y 座標 

図 3.25 リブの節点座標誤差 

3.8. まとめ 

 
以上により，柔軟構造解析に必要 小限の理論については

確認できた．結局のところ，式(3.3.2)が全てである．これを

知っていれば，どんな問題も FEM で解けるはずである．た

だ，実際に FEM のコーディングするためには，プログラム

言語の理解のみならず，アルゴリズム的なものの考え方が必

要となる．また，上述の通り，shear locking など，FEM 特

有の数値的な問題が発生する場合もある．是非，そういった

ことを FEM の参考書や論文を読んで勉強してほしい． 
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第4章 非線形有限要素動解析の基礎 
 
 

第 3 章では静力学問題を対象に，非線形有限要素法の基礎的な理論について述べた．

ただし，非線形有限要素法に精通していない読者を対象に，数学的な表現は極力抑えて

きた．この章では動力学を扱うが，本書においてゴッサマー・マルチボディ・ダイナミ

クスの解析理論を学ぶために必要となる数学的表現をより多く使って記述してゆく．こ

の章が理解できれば，次章以降を容易に理解できるようになるだろう． 
 
 

4.1. 物体の有限要素運動学 
 
物体 の位置や変位を埋め込み直交座標系 0 1 2( , , )Y Y Y で

表される空間 で記述する． はさらに 2つの部分空間
と  に分けられ，それぞれがいずれかの埋め込み座標軸で

表される．と  はそれぞれ，物体のうちの変形する領

域  と変形しない領域  とに対応する．すなわち，

= ´   ， = ´   である．例えば，シェルの場合，
0 1( , )Y Y を面内座標， 2Y を板厚方向の座標とすれば，
0 1( , )Y Y Î， 2Y Î  であり， はシェルの変形前の中立

面，  は中立面に垂直な方向を表す．ビームの場合は，
0 1( , )Y Y を断面内の座標， 2Y を軸方向の座標とすれば，

2Y Î， 0 1( , )Y Y Î  であり， はビームの中立軸， は

断面を表す．そして，物体 内の任意の点の位置ベクトル

Îx は 内の一ベクトルx と  内の単位ベクトル ie を用

いて次のように書ける． 

 i
iY= +x x e  (4.1.1) 

i Îe  を含む局所直交基底R を内に埋め込み，基底マト

リクスを 1 2 3[ ]=R e e e とすれば，R で記述された角速度ベ

クトルwとR との関係は次式で与えられる． 

 ˆ=R Rw  (4.1.2) 

また，絶対座標系でみた角速度ベクトルW は次式を満たす． 

 ˆ ,= =R R RW W w  (4.1.3) 

さて，R の原点x を，次式を満たすようにとる． 

 iY d for ir = "ò 0
N

 (4.1.4) 

つまり，  内の質量中心とする．このとき，運動エネルギ

は次式で書ける． 

 2 21 1 1

2 2 2
T d m d dr= = + ⋅ò ò òx x jw w 

  
    (4.1.5) 

ただし， 

 ( ) , , ,k k i j i j k
i j

m d

Y Y Y Y d Y Y Y

r

r

=

= - Ä Î
ò
òj I i i






 
 (4.1.6) 

また，運動量ベクトルP および角運動量ベクトルL は次の

ように書ける． 

 d m dr= =ò òP x x 
 

   (4.1.7) 

 d d dr r= ´ = ´ +ò ò òL x x x x Rjw  
  

    (4.1.8) 

E.62 運動エネルギの表現 
式(4.1.5)を導きなさい． 

E.63 運動量・角運動量の表現 
式(4.1.5)を導きなさい． 

4.1.1. アイソパラトリック要素 

アイソパラメトリック要素（isoparametric element）を用

いる場合， ではなく，節点を端点とする埋め込み座標系
0 1 2( , , )x x x で表される計算空間 x で物体を記述する．そして，

および  に対応した x の部分空間を x および x と

すると，例えばシェルであれば 0 1( , ) xx x Î ， 2
xx Î  とな

るし，ビームであれば， 2
xx Î ， 0 1( , ) xx x Î  となる． 

NEDA では，x ， ie ，wを次のように補間する． 

 
, ,

,

m m
m m

p p
i p pi

N N

N N

= =

= =

x x x x

e e w w

 
 (4.1.9) 

ただし，添え字のm は位置ベクトルを表す節点の節点番号，

p は回転を表す節点の節点番号であり， mN および pN は
i

xx Î の関数である（NEDA では位置ベクトルを表す節点

と回転を表す節点とを別々の節点として設定するので，それ

がわかりやすいよう，あえて添え字をm と p というように

別のものにした）．ここで，式(4.1.9)の第三式，すなわち，

ie の補間式は ie の正規直交性を満たさないし，wの補間式

とも矛盾するので，その使用には注意を要する． 

4.1.2. エネルギと運動量 

補間関係(4.1.9)を(4.1.5)に代入すると，運動エネルギは， 

 
1 1

2 2
m n p q

mn pqT M= ⋅ + ⋅x x Jw w   (4.1.10) 

と書ける．ただし， 

 ,mn m n pq p qM mN N d N N d= =ò òJ j
 

   (4.1.11) 

このように並進運動と回転運動とに運動エネルギを分離で

きるのは，式(4.1.4)を満たすようにx を決めたからであるが，

このように分離できるか否かは，Energy- Momentum 
Method（EMM，第 5 章を参照）の定式化の際に重要となる．

マニピュレータの運動学のように，アームの回転角を配位変

数とするような場合，分離はできないので，EMM の定式化

は難しいものとなってしまう． 
また，運動量および角運動量は，式(4.1.7)，(4.1.8)より， 

,n m n p q
mn mn pqM M= = ´ +P x L x x R J w   (4.1.12) 

 

4.1.3. 物体の変形学 

物体が変形する場合，計算空間 x 上での共変基底ベクト

ル ig は次のように書ける． 

 
k

pm pm k
i p ki i i i

NN Y
Y N

x x x x

æ ö¶¶ ¶ ¶ ÷ç ÷ç= = + + ÷ç ÷ç ÷¶ ¶ ¶ ¶è ø

x
g x e


 (4.1.13) 

よって，計量テンソルの共変成分 ijg は次式のように書ける． 
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 (4.1.14) 

ここで，系の内部エネルギ inU が ijg のみの関数であれば， 
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T
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0  (4.1.15) 

in in
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U U¶ ¶
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å å

x e
x 0e  (4.1.16) 

となることを容易に証明できる．実際， inU が歪エネルギの

場合であれば，確かに inU は ijg のみの関数となる．後述する

通り，この式は三原理を導くのに重要な役割を果たす． 

E.64 ポテンシャルエネルギの関係式 
式(4.1.15)，(4.1.16)を証明しなさい． 

4.1.4. 力学的エネルギ 

以上より，力学的エネルギは次のように書ける． 

1 1
( , )

2 2

in

pm n p q in m
mn pq k

T U

M U

P = +

= ⋅ + ⋅ +x x J x ew w 
 (4.1.17) 

 

4.1.5. 回転増分と擬座標 

一般に，力のモーメントに対応した仮想変位は擬座標であ

り，角運動量に対応した速度，すなわち角速度は擬速度とな

る．いま，節点 p の力のモーメントベクトルに対応した仮想

変位ベクトルを p
dQ とおくと，1.7.3 節で述べた通り， 

 
pp p

dd =R RQ  (4.1.18) 

であり，角速度ベクトル pW と p
dQ とは次の関係にある． 

 
0

lim
p

p

t t
d

d d
=

Q
W  (4.1.19) 

また，局所直交基底R で記述された角速度ベクトル pw につ

いては，これに対応した仮想変位ベクトルを p
dq とおくと， 

 


0
, lim ,

p
p p pp p p p

t t
d

d d d
d

d
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= = =R R R
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q w Q q  (4.1.20) 

また，擬速度の変分については， 
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 (4.1.21) 

となるので，擬速度の変分は次式で与えられることがわかる． 

 p pp p
d dd = + ´w q w q  (4.1.22) 

4.2. Hamilton の原理 
 
外部仮想仕事を Wd ，Lagrangian を 
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 (4.2.1) 

とすれば，Hamilton の原理より， 
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となる．ここで， 
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であり，右辺の各項は 
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となるので，式(4.2.3)は次のように書き換えられる． 
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 (4.2.8) 

なお，ここまでの式変形の過程からもわかる通り，任意のス

カラー量 ( , )pm
kf f= x e の変分は次のように書ける． 
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すなわち， 
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4.3. 等価節点力 
 

4.2 節の結果から，等価節点力，すなわち，一般化内力と

一般化外力は以下のように求められる． 

4.3.1. 内力と力学的エネルギ 

式(4.2.8)より，内力は次式で求められる． 
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 (4.3.1) 

さて，式(4.1.17)より，力学的エネルギの変化率は 
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 (4.3.2) 

となるが， 
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となるので，式(4.3.2)より， 
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 (4.3.4) 

したがって，式(4.3.1)より，内力ベクトルは力学的エネルギ

の変化率P と次の関係にあることが確認できる． 

 x m p
m p

QP = ⋅ + ⋅f x f W   (4.3.5) 

なお，式から(4.3.1)わかる通り， x
mf は節点に作用する並進内

力ベクトル， p
Qf は節点に作用する力のモーメントベクトル

を絶対座標系で見たものである． 

4.3.2. 外力 

一般に，外部仮想仕事 Wd は次のように書ける． 

 px m
m pW Q

dd d= ⋅ + ⋅F x F Q  (4.3.6) 

ただし， x
mF は節点m に作用する外力ベクトル， p

QF は節点

p に作用する外モーメントベクトルを絶対座標系で見たも

のである．ここで，外力 x
mF および p

QF は非保存外力と保存

外力とに分けることができる．すなわち， 
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T
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 (4.3.7) 

ただし，右肩のnc は非保存外力を意味し， exU は保存外力に

よるポテンシャルエネルギを表す．なお，仕事率を 

 
0

lim
t

W

td

d
v

d
º  (4.3.8) 

と定義すれば，式(4.3.6)より，次式が成り立つ． 

 x m p
m p

Qv = ⋅ + ⋅F x F W  (4.3.9) 

4.4. Lagrange 方程式 
 
以上により，Hamiltonの原理(4.2.2)は次のように書ける． 

 
2

1

0( ) ( )
t

px x m
m m p pt

dtQ Q
ddé ù =- ⋅ + - ⋅ê úë ûò f F x f F Q  (4.4.1) 

ここで，配位ベクトル（一般化座標ベクトル）をq とすれば， 
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m
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d
¶

= =
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x q A q
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q  (4.4.2) 

と書ける（1.7.7 節参照）．ただし， 
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である．この pA は 

 
0 0
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p p

p

t t t
d d

d dd d 
= =A q q

q

q q   (4.4.4) 

を満たす．つまり， 

 p p= A qw   (4.4.5) 

さて，式(4.4.2)，(4.4.3)より， 

 p pp p p p
d d d d= = =R R A q B qQ q  (4.4.6) 

と書ける．ただし， 

 p p pºB R A  (4.4.7) 

式(4.4.2)と(4.4.6)を Hamilton の原理(4.4.1)に代入すれば， 
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 (4.4.8) 

となり，Lagrange 方程式が導かれる． 

 ( ) ( ) ( )

T
m

x x p T
m m p p

Q Q
æ ö¶ ÷ç ÷ - + - =ç ÷ç ÷÷ç ¶è ø

x
f F B f F 0

q
 (4.4.9) 

ここで， 

 ( ) , ( )p T p T
p p p p
q Q q Qº ºf R f F R F  (4.4.10) 
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とおけば，Lagrange 方程式は 
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q q
æ ö¶ ÷ç ÷ - + - =ç ÷ç ÷÷ç ¶è ø

x
f F A f F 0
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となる． p
qf ， p

qF はそれぞれ内力および外力によるモーメン

トベクトルを局所座標系で見たものである．式(4.3.1)より， 
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となる．この項の右辺は，回転に関するいわゆる Euler 方程

式そのものとなっている． 
ここで，例えば，配位変数として，節点の位置ベクトル mx

と節点局所基底を記述する有限回転ベクトル pb を用いると

する．このとき，Lagrange 方程式は並進の運動方程式 

 x x
m m for m- = "f F 0  (4.4.13) 

と回転の運動方程式 

 ( ) ( )p T
p p for pQ Q- = "A f F 0  (4.4.14) 

に分離される．剛体の運動でもよく知られている通り，回転

の運動方程式は，Euler 方程式に ( )p TA を作用させたものに

なっている．なお，式(4.4.5)，(4.4.6)より，次式が成り立つ． 

 p p p= ⋅Aw b  (4.4.15) 

 p p p= BW b  (4.4.16) 

 p p p
d d= BQ b  (4.4.17) 

4.5. 三原理 
 

Lagrange 方程式(4.4.9)より， 
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が成り立つが，ここで，式(4.4.5)より， 
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であるから， 

 ( ) ( ) 0m x x p
m m p p

Q Q⋅ - + ⋅ - =x f F f FW  (4.5.3) 

したがって，式(4.3.5)と(4.3.9)より，次式の通り，エネルギ

原理が成り立つことがわかる． 

【エネルギ原理】力学的エネルギの時間変化率は仕事率

に等しい． 

P v=  (4.5.4) 

また，式(4.1.12)より，運動量ベクトルの変化率は 
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となるが，式(4.2.10)，(4.3.1)より， 
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 (4.5.6) 

となるので，結局， 

 x
m=P f  (4.5.7) 

また，角運動量ベクトルの変化率は，式(4.1.16)を用いると， 
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  (4.5.8) 

すなわち， 

 m x
m p

Q= ´ +L x f f  (4.5.9) 

となる．ここで，例えば，配位変数として，節点の位置ベク

トル mx と節点局所基底を記述する有限回転ベクトル pq を

用いるとすれば，式(4.4.13)と(4.4.14)から， 

 ,x m x
m m p

Q= = ´ +P F L x F F   (4.5.10) 

となり，運動量原理，すなわち，運動量の変化率が外力の和

に等しい，ということと，角運動量原理，すなわち，角運動

量の変化率が外力によるモーメントの和に等しい，というこ

とが成り立つことがわかる．しかし，配位変数q の中で節点

位置ベクトル mx や局所基底 pR の両方に関与するものがあ

るとすると，両原理を示すことはそう簡単なことではない． 
この証明で重要なのは，配位変数が節点位置と姿勢を記述

するに必要十分か，という点である．必要十分であるとは， 
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という関係から導かれる 
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を満たすマトリクスZ がフルランクであるかどうかに対応

している（ただし， xn ，nq はそれぞれ並進節点および回転

節点の数）．つまり，Lagrange 方程式(4.4.9)より， 
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 (4.5.13) 

となるので，つまりは，次式が成り立つことがわかる． 

 

1 1

1 1

x x

x x

x x
n nT

n nq q

Q Q

Q Q

é ù-ê ú
ê ú
ê ú
ê ú-ê ú
ê ú =
ê ú-
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú-ê úë û

f F

f F
Z 0

f F

f F





 (4.5.14) 

したがって，Z がフルランクであれば， 
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f F f F f F f F 0  

  (4.5.15) 

となって，これを式(4.5.7)に代入することで， 

【運動量原理】運動量の時間変化率は外力の和に等し

い． 
x
m=P F  (4.5.16) 

を導くことができ，式(4.5.8)に代入すれば， 

【角運動量原理】角運動量の時間変化率は外力によるモ

ーメントの和に等しい． 
m x

m p
Q= ´ +L x F F  (4.5.17) 

を導くことができる．通常，Z がフルランクになるようにす

るので，これで問題はない（運動量原理と角運動量原理が成

り立つためには，実は，必ずしもZ がフルランクである必要

はない．これは，個々の節点における力や力のモーメントが

内力と外力で等しい必要はなく，和が等しければよい，とい

うことに起因している．しかし，物理的には，個々の節点で

成り立つべきものであるので，そうなるように定式化するこ

とが，解の精度を保つためにも必要である）． 
ただし，面内等方性シェル要素のように，縮退要素を用い

る場合（シェルの法線方向の局所基底の回転が変形に影響を

与えないので，法線回りの回転自由度をなくし，回転 2 自由

度で定式化する場合）， pB のランクが 2 しかなく，Z はフ

ルランクにはならない．しかし， p p
Q Q-f F 自体が法線方向成

分を持たないので，2 自由度しか持たないことになる．した

がって，その分，Z を縮退させることで，縮退されたZ は

フルランクであることを示すことができる． 

4.6. 三原理と運動方程式 
 
これまでの関係式をまとめると，次のようになる． 

【力学的エネルギ】 
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pm n p q in m

mn pq kM UP = ⋅ + ⋅ +x x J x ew w 

 (4.6.1) 

【運動量】 

 n
mnM=P x  (4.6.2) 

【角運動量】 

 m n p q
mn pqM= ´ + ⋅ ⋅L x x R J w  (4.6.3) 

 
【仮想回転変位】 

 

,p p pp p p
d d dd d= ⋅ = ⋅ = ⋅A q R B qq Q q  (4.6.4) 

【角速度】 

 ,p p p p p= = =A q R q B qw W    (4.6.5) 

ただし， 

 p p p=B R A  (4.6.6) 
 

【力学的エネルギの時間変化率】 

 

x m p
m p

QP = ⋅ + ⋅f x f W   (4.6.7) 

【運動量の時間変化率】 

 x
m=P f  (4.6.8) 

【角運動量の時間変化率】 

 m x
m p

Q= ´ +L x f f  (4.6.9) 

ただし， 
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【外力】 
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【仮想仕事の原理】 

 ( ) ( ) 0pm x x
m m p p

Q Q
dd ⋅ - + ⋅ - =x f F f FQ  (4.6.14) 

【運動方程式】 
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x
f F B f F 0

q
 (4.6.15) 

【仕事率】 

 

x m p
m p

Qv = ⋅ + ⋅F x F W  (4.6.16) 

【エネルギ原理】 

 P v=  (4.6.17) 

【運動量原理】 

 x
m=P F  (4.6.18) 

【角運動量原理】 

 m x
m p

Q= ´ +L x F F  (4.6.19) 

 

4.7. Lagrange 方程式の解法 
 

Lagrange 方程式(4.4.11)は時間に関する二階の微分方程式

になるので，陽解法であれば，Runge-Kutta 法など，陰解法

であれば，Newmark-beta 法や HHT-a法などを使って解くこ

とができる．陽解法であれば，剛性マトリクスを計算せずに

済むので，コーディングは非常に簡単になる． 

4.8. 要素の定式化例 
 
この節では， Lagrange方程式(4.4.9)，あるいは(4.4.11)を，

具体的な要素に対して実際に定式化してみよう． 

4.8.1. 剛体要素 

一個の剛体の場合，内部エネルギ inU は存在しないので，

式(4.3.1)より， 

 ( ),x d d
M

dt dt
Q= =

x
f f RJw


 (4.8.1) 

ただし，節点は剛体に関する並進と回転の 1 つずつしかない

ので，節点番号の添え字は省略し， x x
m f f ， p

Q Qf f と

し， mnM M ， pq J J とした．また，Lagramge 方程式

(4.4.9)あるいは(4.4.11)は，それぞれ，次のようになる． 

 ( ) ( )
T

x x T Q Q
æ ö¶ ÷ç ÷ - + - =ç ÷ç ÷ç¶è ø

x
f F B f F 0

q
 (4.8.2) 

 ( ) ( )
T

x x T q q
æ ö¶ ÷ç ÷ - + - =ç ÷ç ÷ç¶è ø

x
f F A f F 0

q
 (4.8.3) 

（節点番号の添え字は省略した）．あとは，配位ベクトルq
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を何にするかで方程式は決まるが，ここでは，まず，絶対座

標系でみた剛体の位置ベクトルx と，何等かの有限回転ベク

トル（ bと書くことにする）を配位ベクトルとすることにす

る．このとき，式(4.8.2)（あるいは(4.8.3)）において， =q x
としたとき， 

 ,
¶

= = =
¶
x

I A B 0
q

 (4.8.4) 

となるので，x に関する運動方程式は，当然のことながら， 

 xd
M

dt
- =

x
F 0


 (4.8.5) 

となる．次に，回転の運動方程式であるが，式(4.8.1)は 

 
ˆ

ˆ( )

Q = + = +

= +

f RJ RJ R J RJ

R J J

w w w w w
w w w

  


 (4.8.6) 

となるので，次式を得る． 

 ˆTq Q= = +f R f J Jw w w  (4.8.7) 

したがって，式(4.8.3)より，回転に関する運動方程式は 

 ˆ( )T q+ - =A J J F 0w w w  (4.8.8) 

となる．一般に，Aは正則であるので，結局， 

 ˆ q+ - =J J F 0w w w  (4.8.9) 

となる．これは，いわゆる Euler 方程式であり，当たり前の

ことではあるが，Euler 方程式は Lagrange 方程式と同値で

ある．さて，式(4.8.8)において， 

 ,= = +A A Aw b w b b     (4.8.10) 

であるので，これを代入すると， 

 
( )T T T q+ + - =A JA A JA A JA A F 0b b b     (4.8.11) 

となる．左辺第一項の TA JAは bに対応した一般化質量マ

トリクスであり，左辺第二項は，いわゆる疑似減衰を表して

いる．ちなみに，この式を 

 1 2 3[ ] i i= = ÄA a a a a i  (4.8.12) 

として整理すると， 

 ˆiT T i k T
i kk

qb b
b

æ ö¶ ÷ç ÷+ - =ç + ÷ç ÷÷ç ¶è ø

a
A JA A A F 0J a Jab  (4.8.13) 

となるって，なかなか複雑な式になってしまう． 
式(4.8.11)は bに関する二階の微分方程式であるので，b

を未知数とした Newmark-b法で解くことができる．ただし，

例えば， 

 
1

1

ˆ( )q-

-

ìï = ⋅ - ⋅ ⋅ïïíï = ⋅ïïî

J F J

A

w w w
b w


  (4.8.14) 

として， bとwを未知数にした一階の微分方程式にして解

く方がお手軽であろう．実際，式(4.8.14)であれば，Runge-
Kutta 法で簡単に解くことができる． 
また，これらの式を解く際，有限回転ベクトルとしては，

運動前から計測したものではなく，前の時間ステップからの

回転増分を表すものにした方が，特異性の問題を回避するの

に適していることは先述の通りである．例えば，配位ベクト

ルとする有限回転ベクトルとして，物体座標系でみた剛体の

回転増分の修正 Rodriguez ベクトル MRP#1（式(1.7.90)，
bと書くことにする）を例に計算してみよう．すなわち， 

 2
2 2

4 2ˆ ˆ[ ]
4 4

cay

ìï =ïïïïí = = + +ïïï + +ïïî

R RT

T Ib b b
b b

 (4.8.15) 

ただし，R は一つ前の時間ステップでのR の値を表す．こ

の場合， 

 =R RT   (4.8.16) 

となるが，一般に， ˆ ˆ= =R R RTw w であるから，
ˆ=RT RTw ，すなわち， 

 ˆ=T Tw  (4.8.17) 

となる．つまり，R に関する角速度ベクトルwはT に関す

る角速度ベクトルと一致する．このことと，式(1.7.93)より， 

 
2

4 1 ˆ
24

é ù
ê ú= -ê úë û+

A I b
b

 (4.8.18) 

となる．したがって， 

 

2

1 2
4 1 1ˆ ˆ

4 2 4
-

+
= + +A I

b
b b  (4.8.19) 

となるので，結局， 

 

1

2

2

ˆ( )

4 1 1ˆ ˆ
4 2 4

q-ìï = ⋅ - ⋅ ⋅ïïïï é ùí +ê úï = ⋅ï ê ú+ +ï ê úï ë ûïî

J F J

I

w w w

bb wb b



  (4.8.20) 

を解けばよいことがわかる． 

E.65 剛体の回転 
式(4.8.20)を次の条件で，Runge-Kutta 法で 0t = から

100t = まで積分し，物体座標系で見た角速度ベクトルの

3 成分の時間変化，ならびに，絶対座標系で見た角運動量

ベクトルの 3 成分の時間変化をグラフ化しなさい．ただ

し，時間ステップ幅 tD は各自で適切に設定すること． 

 

1 0.5 0

0.5 2 0 , (0) , (0) [1 0 0]

0 0 3

0 3 : [1 0 0]

3 10: [0 0 0]

T

T

T

t

t

q

q

é ù-ê ú
ê ú-= = =ê ú
ê ú
ê úë û

£ £ =

< £ =

J R I

F

F

w

 (4.8.21) 

4.8.2. Timoshenko 梁要素 
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4.8.3. 平面応力要素 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.8.4. 超弾性膜要素 
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第5章 Energy-MomentumMethod 
 
 

この章では，筆者が Gossamer Multibody Dynamics の数値解法に必須と考えている

Energy-Momentum Method（EMM）について解説する．この章が本書の肝となる． 
 
 

5.1. Energy-Momentum Method の考え方 
 
一般に，有限要素法による運動方程式は要素の

Lagrangian を算出し，それを Lagrange 方程式に代入するこ

とで求められる．有限要素法というと仮想仕事の原理を真

っ先に思い浮かべるし，仮想仕事の原理の方がエネルギ原

理よりも一般性の高い原理であるから，仮想仕事の原理で

定式化する方がよいと考えられる．実際，非保存外力による

一般化外力は仮想仕事の原理からでないと求められない．

ただ，逆に言えば，エネルギの存在する力，すなわち，慣性

力および保存力に関しては，素直にエネルギも求めて

Lagrange 方程式に代入する，と考えた方が考えやすい． 
さて，一般に Lagrange 方程式はエネルギ原理・運動量原

理・角運動量原理の三原理を満たすとされる．しかし，ここ

で言う「満たす」とは，次の意味である． 

1. 力学的エネルギの時間変化率は非保存外力による仕

事率に等しい． 
2. 運動量の時間変化率は外力の和に等しい． 
3. 角運動量の時間変化率は外力のモーメントの和に等

しい． 

つまり，「満たす」とは，「瞬間的な時間変化率について成

り立つ」ことを意味する．別の言い方をすれば，Lagrange 方
程式は微分関係で表現された三原理を満たす．従って， 

1. 力学的エネルギの増分は非保存外力による仕事に等

しい． 
2. 運動量の増分は外力による力積の和に等しい． 
3. 角運動量の増分は外力の角力積の和に等しい． 

という増分関係の成立を保証するものではない．このこと

をしっかり認識しておく必要がある． 
実際，この増分関係が成立しないため，非線形柔軟構造動

力学の数値計算においては，保存系でも力学的エネルギが

増加し，計算が発散してしまうことがしばしば起る． 
この原因は Lagrange方程式が増分関係を満たさないため

であるのだから，逆に言えば，増分関係を満たすように

Lagrange 方程式を離散化すればよい，という考え方が出て

くる．そこで生まれたのが Energy- Momentum Method
（EMM）である．つまり，EMM とは，増分関係で表現さ

れた三原理を満たすように，いわば，“離散化された”運動

方程式を定式化したものである． 
ここで注意すべきことが 1 つある．一般に Lagrange 方程

式は，Runge-Kutta 法や Mid-point rule，Newmark-beta 法，

Gerar 法等，様々な時間積分スキームを用いて解くことが可

能である．しかし，EMM の場合，運動方程式の導出の過程

で時間積分スキームをも規定することになる．つまり，これ

までに開発されてきた様々な時間積分スキームを用いるこ

とができないのである．このことは EMM の時間積分の精

度の限界を予想させるものである．幸い，時間積分スキーム

が規定されると言っても，ある範囲の自由度があるため，そ

の範囲内でパラメータの値を調整することにより高い精度

を確保しようとする研究も行なわれている．また，二次の精

度の時間積分スキームを用いて四次の精度を確保するアル

ゴリズムも開発されるなど，時間積分スキームに関する研

究は様々な方向でなされているので，それらを利用して高

い精度を確保しようとする研究もなされている． 
筆者は EMM に基づいた非線形弾性動力学解析コード

（Nonlinear Elasto-Dynamic Analysis code: NEDA）を開発

し， JAXA によるソーラー電力セイル小型実証機 IKAROS
の設計・開発・評価などに利用してきた．その経験を通じて，

筆者は EMM が Gossamer Multibody Dynamics に有効であ

ることを実感している． 
そこで，本章では EMM の理論について解説する．ただ

し，EMM にはいくつかの定式化の方法があり，本章では

NEDA で採用している定式化法についてのみ説明する． 
また，章の 後には，シンプレクティック積分や離散変分

原理など，EMM と同様の構造保存解法についても触れる． 
なお，EMM については文献[13]～ [17]を参考にされたい． 

5.2. EMM による増分型の三原理 
 
第 4 章で確認した通り，Lagrange 方程式は微分形で書か

れたエネルギ原理・運動量原理・角運動量原理の成立を保証

する． 

 x
m

m x
m p

Q

P v=

=

= ´ +

P F

L x F F





 (5.2.1) 

この場合，時間領域で離散化することで Lagrange 方程式

を近似的に解くという従来の方法では，エネルギ等の保存

は保証されない．例えば，外力が作用していない場合，力学

的エネルギP は一定になるはずであるが，式(5.2.1)は「エ

ネルギP の時間微分は 0 になる」ことしか保証しない．し

かも，それは各時間ステップだけでの話であるので，ステッ

プ間はP の値が変化する可能性がある．つまり，数値計算

をした場合，P が図 5.1 のように，変動をする可能性があ

る．ただ変動するだけならいいが，場合によっては発散する

可能性もある．実際，ゴッサマー構造の運動方程式は堅い微

分方程式になるので，陰解法で解いたとしても，適切に時間

ステップ幅を設定しないと簡単に発散してしまう． 

 
図 5.1 エネルギの変動 

そこで，4.6 節でまとめた関係式を離散化することで，式

(5.2.1)のような微分型の三原理ではなく，式(5.2.14)，
(5.2.15)，(5.2.16)に示すような増分型の三原理，ならびに式

(5.2.2)～(5.2.13)の関係式を満たすよう，“離散化された”内

力および外力，運動方程式を導いて，それを解くことが考え

られる．ただし，以下の式で，Dは時間ステップ nt から次

のステップ 1nt + までの値の増分量を表し，上付きのバーは，

nt での値と 1nt + での値の平均値を表す． 

O
t

P

1t 2t it 1it +
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【回転増分】 

 

p p pD D= RQ q  (5.2.2) 

ただし， pDq と pDQ は，それぞれ p
dq と p

dQ を何等か

の方法で差分化したものであり， 

 
0 0

lim limp p

t tD D 
=R R  (5.2.3) 

【角速度】 

 
0 0

lim lim
p

p

t t tD D

D
D 

=
q

w  (5.2.4) 

 

【力学的エネルギ増分】 

 

x m p
m p

QDP D D= ⋅ + ⋅f x f Q   (5.2.5) 

ただし， x
mf と p

Qf は次式を満たす“離散化された”内

力ベクトルである． 

 
0
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T
inn

x x
m m mn mt

Ud
M

dtD 

æ ö¶ ÷ç ÷ç ÷= = +ç ÷ç ÷¶ç ÷çè ø

x
f f

x

  (5.2.6) 

 ( )
0

lim

T
in

pp q
p p pq k pt

k

Ud

dt
Q Q

D 

æ ö¶ ÷ç ÷ç ÷= = + ´ç ÷ç ÷ç ¶ ÷÷çè ø
f f R J e

e
w

 (5.2.7) 
 

【運動量増分】 

 x
m

t

D
D

=
P

f  (5.2.8) 

【角運動量増分】 

 m x
m p

t
QD

D
= ´ +

L
x f f   (5.2.9)  

 

【外部仕事増分】 

 
x m p
m pW QD D D» ⋅ + ⋅F x F Q   (5.2.10) 

ただし， x
mF ， p

QF は次式を満たす“離散化された”

外力ベクトルである． 
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T
ex

x x x nc
m m m mt

U
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F F F
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  (5.2.11) 
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T
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UQ Q Q
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  (5.2.12) 

 

【離散化された仮想仕事の原理】 

 ( ) ( )m x x p
m m p p

Q QD D⋅ - + ⋅ - =x f F f F 0Q     (5.2.13) 

 

【増分型のエネルギ原理】 

 WDP D=  (5.2.14) 

【増分型の運動量原理】 

 x
m

t

D
D

=
P

F  (5.2.15) 

【増分型の角運動量原理】 

 m x
m p

t
QD

D
= ´ +

L
x F F   (5.2.16) 

これらの関係式の中で，問題となるのは， pDQ の選び方で

ある． pDQ は p
dQ に何等かの離散化をしたものであるが，

もともと， p
dQ は 

 
pp p

dd =R RQ  (5.2.17) 

を満たすベクトルとして定義されており，これをどう差分

近似するかが問題となる． 

5.3. 増分型の三原理を満たす方程式 
 
そもそも，増分型の三原理(5.2.14)，(5.2.15)，(5.2.16)を満

たすように Lagrange方程式を数値積分することは不可能で

ある（そんな都合のいい数値積分法があるはずもない）．そ

れゆえ，離散化された仮想仕事の原理(5.2.13)を解こうと考

えるわけであるが，式(5.2.2)～(5.2.16)は，単に Lagrange 系，

すなわち，連続型の方程式系とのアナロジーで記述しただ

けであり，これらの全てを満たす pDQ や x
mf ， p

Qf ， x
mF ，

p
QF が存在するかどうかはわからない．そこで，この節では，

これらを全て満たすものを導く． 

5.3.1. 内力の定式化 

まず，力学的エネルギ増分DP ，運動量増分DP ，角運

動量増分DLの定式化を行う．4.1.4 節で導いた通り，力学

的エネルギP は式(4.1.17)のように書ける． 

 1 1
( , )

2 2

in

pm n p q in m
mn pq k

T U

M U

P = +

= ⋅ + ⋅ ⋅ +x x J x ew w 
 (4.1.17) 

したがって，その増分は次のように書ける． 

  
( )m n p q
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inin pm
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UU
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æ öæ ö ÷ç¶÷ç¶ ÷ç÷ç+ + ÷÷ çç ÷÷ ç÷ç ÷÷çè ø ¶¶ è ø

x x J

x e
ex

w w 

 (5.3.1) 

ただし，偏微分の上にチルダがついているのは離散微分

（discrete differentiation）を表す．離散微分とは，A.3 節に

示す通り，一般に次式を満たすものである． 

 


( ) AAD D
æ ö÷¶ç ÷ç= ÷ç ÷ç ÷¶è ø

q q
q

 (5.3.2) 

したがって，次式が成り立つ． 

 
 

( , )
ininp pin m m

k kpm
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UUUD D D
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x e x e
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 (5.3.3) 

そして，これらの離散微分には，連続系の場合の式(4.1.15)，
(4.1.16)を離散化したような，次の関係が成り立つ． 
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 (5.3.5) 

以上のもとで，式(5.3.1)が，式(5.2.5)の形になる必要がある． 
次に，運動量および角運動量は式(4.1.12) 

 ,n m n p q
mn mn pqM M= = ´ +P x L x x R J w   (4.1.12) 

のように書けるので，その増分は， 
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 (5.3.6) 
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D D D
D D D

D
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+

L x x
x x

R J w

 
 (5.3.7) 

これらが，式(5.2.15)および，(5.2.16)のように書ける必要が

ある．そこで，式(5.3.1)～(5.3.7)と(5.2.5)，(5.2.15)，(5.2.16)
とを比較することで，まず，次式が成立する必要がある． 
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これらの式に，式(5.3.4)を考慮すると，次式が導かれる． 
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D
D

=
x

x  (5.3.10) 
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x
f

x

  (5.3.11) 

これにより，式(5.3.6)は満たされる．ここで，式(5.3.10)は時

間積分則を表しており，このことは，増分型の三原理を満た

すように定式化すると，時間積分則自体が演繹的に導かれ

ることを示している． 
これらの式を残りの式(5.3.1)と(5.3.7)に代入し，(5.2.5)，

(5.2.16)と比較すると， 
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 (5.3.12) 
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 (5.3.13) 

でなければならないこととなる．これらの式に (5.3.5)を考

慮すると，次式が満たされればよいことがわかる． 
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そこで，任意の p に対して， 
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と定義すれば，式(5.3.14)より，任意の に対して， 
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であればよいことがわかる．この式は，次式のように各変数

を定義すれば満たされる． 

 p pºR R  (5.3.18) 

 p p p p p pD D D= =R R Rq q q  (5.3.19) 

 
p

p

t

D
D

=
q

w  (5.3.20) 

 p p pD D=R R q  (5.3.21) 

実際に式(5.3.17)が満たされるかを確認する前に，そもそも，

これらの式を満たす pDq が存在するかを確認しよう．これ

らの式のうち，式(5.3.20)は時間積分則を表している．また，

これらの式で も問題となるのは式(5.3.19)と(5.3.21)であ

るが，これらの式は， pDq が時刻 nt から 1nt + までの回転増

分を表す修正 Rodriguez parameter#1（MRP#1） 

 2 tan
2

p
p pq

D = nq  (5.3.22) 

であれば満たされる．つまり， 
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4 4

p p p

p p p
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D D
D D
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= + +
+ +

R R T

T I q q
q q

 (5.3.23) 

とすれば確かに満たされる．これは， 

 p p pD D=T q q  (5.3.24) 

という性質を使えば，容易に証明できる．また，式(5.3.18)
は条件式(5.2.3)を満たすし，式(5.3.23)のとき，式(1.7.93)か
ら 
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24

p pp
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D

D

é ù
ê ú= -ê úë û+
Iw qq

q

  (5.3.25) 

となるので，式(5.2.4)は満たされ，式(5.3.20)とも整合する．

以上より，確かに，式(5.3.18)～(5.3.21)を満たす pDq が存在

し，かつ，条件式とも整合することがわかる． 
では，このとき，式(5.3.17)が満たされることを確認して

みよう．式(5.3.18)～(5.3.21)から， 
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であることから，式(5.3.17)において， 

( )

( )

( )

( ) ( )

q
p q p

pq pq

q p
p q

pq pq

q
p p q

pq pq

q
p p p p q

pq pq

t

t t

t

t

DD D
D

D DD
D D
DD
D

DD
D

æ ö÷ç ÷⋅ = ⋅ç ÷ç ÷çè ø
é ù
ê ú= ⋅ + ´ê úë û
é ù
ê ú= ⋅ + ´ê úë û

ì üé ùï ïï ïê ú= ⋅í ý+ ´ê úï ïë ûï ïî þ

J J

J J

J J

R R J J

ww w q

w qq w

wq w w

wq w w

 (5.3.28) 
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 (5.3.30) 

となるので，これらと式(5.3.18)を式(5.3.17)に代入すると， 

p
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 (5.3.31) 

となって，確かに式(5.3.17)が成り立つことがわかる． 
ここで，念のため， pDq と p

dq との関係を確認しておくと，
pDq と p

dq はそれぞれ次式で定義されるものである． 

  
, pp p p p p

dD D d= =R R R Rq q  (5.3.32) 

この式は， pDq が p
dq を離散化したものであることを明確に

示している．また，式(5.2.2)，すなわち， 

 p p pD D= RQ q  (5.3.33) 

のとき， 

 p p pD D=R RQ  (5.3.34) 

となることは容易に証明できるので， pDQ も， p
dQ を離散

化したものであることが確認できる． 
以上により，“離散化された内力”が式(5.3.11)と(5.3.16)

で定義され，時間積分則が式(5.3.10)と(5.3.20)で定義され，

有限回転ベクトルが(5.3.22)で定義され，式(5.2.2)～(5.2.9)
までが満たされることが示された．そこで，次節では，式

(5.2.10)～(5.2.12)をもとに，外力の定式化を行う． 

E.66 MRP#1 の性質 
式(5.3.21)を証明しなさい． 

E.67 軸性ベクトルの性質 
式(5.3.34)を証明しなさい． 

E.68 内部エネルギの離散微分の性質 
式(5.3.4)，(5.3.5)を証明しなさい． 

5.3.2. 外力の定式化 

式(5.2.10)の外部仕事増分のうち，保存外力分 は， 
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x e

x e
 (5.3.35) 

であり，式(5.3.26)と(5.3.33)，すなわち， 

 p pp
k kD D= ´e eQ  (5.3.36) 

より， 
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x e
x e

Q  (5.3.37) 

また，非保存外力分 ncWD については，台形則を適用するこ

ととする．すなわち， 

 ( ) ( )nc x nc m nc p
m pW QD D D» ⋅ + ⋅F x F Q  (5.3.38) 

以上より，外部仕事増分を次式で近似する． 

 x m p
m pW QD D D= ⋅ + ⋅F x F Q   (5.3.39) 
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これらの式が条件(5.2.11)および(5.2.12)を満たしているこ

とは言うまでもない． 

5.3.3. 増分型の三原理と運動方程式 

式 (5.2.5)と (5.2.10)からわかる通り，仮想仕事の原理

(5.2.13)は，増分型のエネルギ原理(5.2.14)と一致する．これ

は，内力 x
mf および p

Qf を求める際に力学的エネルギの存在

を前提に，式(5.2.5)から求めたことによる．そして，仮想仕

事の原理(5.2.13)を解いた場合，これが運動量原理(5.2.15)お
よび角運動量原理(5.2.16)を満たすかどうかは， 

 x x
m m for m- = "f F 0   (5.3.42) 

 p p for pQ Q- = "f F 0   (5.3.43) 

が成り立つかどうかにかかっている．この状況は，4.5 節で

述べた Lagrange 方程式の状況と全く同様である．つまり，

式(5.2.13)より，離散化された運動方程式は 
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つまり， 
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  (5.3.45) 

となる．ここで， 
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と定義すると， 

 

1

1

xn

nq

D

D
D

D

D

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú

=ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úë û

x

x
Z q

Q

Q







 (5.3.47) 

であり，Z がフルランクであれば，式(5.3.45)より，確かに

(5.3.42)，(5.3.43)が成り立つので，運動量原理と角運動量原

理が成り立つ． 

 

WD



第 5 章 Energy-MomentumMethod 

 

5.3.4. 離散化された運動方程式系 

これまでの議論を整理し，Lagrange 系と比較をすると，以下のようになる． 

【力学的エネルギ】 

 
1 1

( , )
2 2

pm n p q in m
mn pq kM UP = ⋅ + ⋅ +x x J x ew w   (5.3.48) 

【運動量】 

 n
mnM=P x  (5.3.49) 

【角運動量】 

 m n p q
mn pqM= ´ +L x x R J w  (5.3.50) 

≪Lagrange 系≫ 

【仮想回転変位】 

 
 p pp p p

d dd = =R R RQ q  (5.3.51) 

 p p p
k kdd = ´e eQ  (5.3.52) 

 p pp
d d= RQ q  (5.3.53) 

 

   

   

   

 
  
【関数 ( , )pm

kf x e の変分】 
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x e
x e

Q  (5.3.54) 

【ポテンシャルエネルギの性質】 
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x
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 (5.3.56) 

【力学的エネルギの変分】 

 px m
m p

Q
ddP d= ⋅ + ⋅f x f Q  (5.3.57) 

【力学的エネルギの変化率】 

 x m p
m p

QP = ⋅ + ⋅f x f W   (5.3.58) 

【内力】 
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 (5.3.59) 
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【運動量の変化率】 

 x
m=P f  (5.3.61) 

【角運動量の変化率】 

 m x
m p

Q= ´ +L x f f  (5.3.62) 

【外部仮想仕事】 

 px m
m pW Q

dd d= ⋅ + ⋅F x F Q  (5.3.63) 

 ≪Energy-Momentum Conservation Scheme≫ 

【回転変位増分】 

  p p p p pD D D= =R R RQ q  (5.3.77) 

 p pp
k kD D= ´e eQ  (5.3.78) 

 p p pD D= RQ q  (5.3.79) 

ただし， 

 2 tan
2

p
p pq

D = nq  (5.3.80) 
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 (5.3.82) 

であり， pn および pq は， pR 系でみた， pR から pR へ

の回転の回転軸方向の単位ベクトルおよび回転角度．  
【関数 ( , )pm

kf x e の増分】 
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【ポテンシャルエネルギの性質】 
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 (5.3.85) 

【力学的エネルギの増分】 

 p m p
m p

QDP D D= ⋅ + ⋅f x f Q   (5.3.86) 

 

   

【離散化された内力】 
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【運動量の増加率】 

 x
m

t

D
D

=
P

f  (5.3.89) 

【角運動量の増加率】 

 m x
m p

t
QD

D
= ´ +

L
x f f   (5.3.90) 

【外部仕事増分】 

 x m p
m pW QD D D» ⋅ + ⋅F x F Q   (5.3.91) 
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【仕事率】 
 x m p

m p
Qv = ⋅ + ⋅F x F W  (5.3.64) 

【外力】 
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 (5.3.66) 

【仮想仕事の原理】 

 ( ) ( ) 0pm x x
m m p p

Q Q
dd ⋅ - + ⋅ - =x f F f FQ  (5.3.67) 

【角速度と配位変数】 

 p p= B qW   (5.3.68) 

【運動方程式】 
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【配位変数の変分】 

 

1 1

1 1

/

/x xn n

n nq q

d

d

d

d
d d

é ù é ù¶ ¶ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê ú¶ ¶ê ú ê ú
ê ú = ⋅ º ⋅ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê úë ûë û

x x q

x x q
q Z q

B

B

Q

Q

 

 

 (5.3.70) 

【仮想仕事の原理】 
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【エネルギ原理】 

 P v=  (5.3.72) 

【運動量原理】 

 x
m=P F  (5.3.73) 

【角運動量原理】 

 m x
m p

Q= ´ +L x F F  (5.3.74) 

【速度関係】 
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【離散化された外力】 
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【離散化された仮想仕事の原理】 

 ( ) ( ) 0m x x p
m m p p

Q QD D⋅ - + ⋅ - =x f F f FQ     (5.3.94) 

 

   

【離散化された運動方程式】 
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【配位変数の増分】 
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【離散化された仮想仕事の原理】 
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 (5.3.97) 

【増分型のエネルギ原理】 

 WDP D=  (5.3.98) 

【増分型のエネルギ原理】 

 x
m

t

D
D

=
P

F  (5.3.99) 

【増分型の角運動量原理】 

 m x
m p

t
QD

D
= ´ +

L
x F F   (5.3.100) 

【時間積分則】 

 
m

m

t

D
D

=
x

x  (5.3.101) 

 
p

p

t

D
D

=
q

w  (5.3.102) 

 

5.3.5. NEDA における配位変数 

Lagrange 方程式ではもちろん，EMM でも，特に配位変数

の選び方に制約はない．しかし，EMM の場合，時間積分則

が式(5.3.101)および(5.3.102)のように与えられているため，

この積分則をより簡潔な式で記述できるようにするのが，

プログラミング上，ありがたい． 
そこで，NEDA では，時刻 nt から 1nt + まで節点位置 mx の

増分の半分 m
hu と， pDq の半分，すなわち，回転増分を表す

MRP#3 p
hb を配位変数としている．すなわち， 

 2m m m
h= +x x u  (5.3.103) 

  2

2

2
[ ]

1

p p p

p pp
h h

p
h

=

= + +
+

R R T

T I b b
b

 (5.3.104) 

ただし，離散運動方程式自体は， mx と pDq を配位変数とし

た場合のものを使っている（これは，特に力学的な理由によ

るものではなく，単に，保存系であれば 0tD  のときに

Jacobian が対称マトリクスになって，Lagrange 方程式の

Jacobian と一致するようにするためである）．この場合，運
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動方程式は m
hu と p

hb を配位変数とした場合に 2 を掛けた（2
倍した）ものになるだけで，同値のものが得られる．すなわ

ち，NEDA の離散運動方程式は 

 x x
m m for m- = "f F 0   (5.3.105) 

 ( ) ( )p T
p p for pQ Q- = "R f F 0   (5.3.106) 

ただし，式(5.3.79)の通り，次式が成り立つことを用いた． 

 
p

p
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¶
=

¶
R

Q
q

 (5.3.107) 

また，回転に関しては，配位変数は p
hb であるが，回転マ

トリクスを pR を表現する状態量としては Euler parameter
[ ]p p pT T

oq=q q を用いている．この場合，以下の通り，状態

量を更新することになる．すなわち，回転増分に関する

Euler parameterDqは 
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  (5.3.108) 

であり，これを用いて，次式で更新する（式(1.7.138)参照）． 
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q q
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q
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  (5.3.109) 

5.4. 従来の EMM の定式化 
 
実は，5.3 節に示した定式化の手法は，従来の EMM の定

式化とは異なるものである．この節では従来の定式化につ

いて述べるとともに，5.3 節に示した方法との違い，特に，

考え方の違いについて述べる． 
従来の方法のポイントは，運動エネルギを式(4.1.10) 

 
1 1

2 2
m n p q

mn pqT M= ⋅ + ⋅x x Jw w   (4.1.10) 

のように並進運動と回転運動が分離できることを前提にし

ておらず，そもそも，運動エネルギ 

 
21

2o

i
o oiT dYr é ù= +ë ûò x e 


  (5.4.1) 

において， 
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   (5.4.2) 

なる時間積分則を用い，数値積分で慣性に関する内力を求

めていることにある．本書のように，積分を行った結果に

EMM を適用する手間を省き，より汎用性のある定式化を行

っている．すなわち，式(5.4.1)と(5.4.2)，および，補間関係 

 , pm
m i p iN N= =x x e e  (5.4.3) 

より，運動エネルギ増分は次のようになる． 
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 (5.4.4) 

したがって，(5.3.78)より，式(5.3.86)を満たす内力は， 
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 (5.4.5) 

となる．また，運動量は 

 ( )
o

i
o i oY dr= +òP x e


  (5.4.6) 

であるから，式(5.3.84)を考え合わせると，運動量増分は， 
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  (5.4.7) 

となって，式(5.3.89)を満たすことがわかる． 
また，角運動量は， 
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o
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  (5.4.8) 

であるから，式(5.3.85)を考え合わせると， 
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 (5.4.9) 

となり，式(5.3.90)を満たすことがわかる． 
では，この従来の方法と本章の方法で，本質的にどこが違

いかと言えば，時間積分則(5.4.2)のうちの，基底ベクトルの

積分則である．これは，補間関係(5.4.3)と合わせると， 
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D
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e

e  (5.4.10) 

となり，式(5.3.78)より， 
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となる．これは 
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と書け，整理すると，次式を得る． 
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つまり， 
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p p p

t

D
D

+ =T
q

w w  (5.4.14) 

である．もし，時刻 t tD+ における角速度ベクトル pw が回

転増分マトリクス pT の回転軸方向を向いていれば，この式
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は(5.3.102)と一致する．そして，実は，式(5.4.14)のように整

理しなくとも，式(5.4.13)より 

 
p

p

t

D
D

=
Q

W  (5.4.15) 

を得るので，結局，従来の方法と本書の方法の本質的な違い

は，式(5.3.102)と(5.4.15)との違い，すなわち，物体座標系で

の角速度に関する差分則を採用するか，絶対座標系におけ

る差分則を採用するかにあることがわかる． 
後述する通り，NEDA では pDq の半分 p

hb を配位変数と

しているが，従来の方法で考えれば， pDQ の半分 p
ha を配

位変数にすることも考えられよう．この場合， 

 p p p=R S R  (5.4.16) 

   2

2

2

1

p
p p
h hp

h

é ù= + ê ú+ë û+
S I a a

a
 (5.4.17) 

となる．結局，絶対座標系での回転増分を考えるか，物体座

標系での回転増分を考えるかで，従来の方法を採用するか

NEDA の方法を採用するかを判断すればよい．例えば，姿

勢制御をする場合，制御トルクは物体座標系で定義される

ことが多いので，NEDA の方法がより適しているだろう． 

5.5. EMM による定式化の例 
 
この節では，EMM の理解を深めるため，NEDA における

要素の定式化の例を示す． 

5.5.1. 剛体要素 

剛体の場合，配位変数は剛体の質量中心の位置ベクトル

の増分量の半分 hu と，回転増分に関する MRP#3 hb である．

そして，内部のポテンシャルエネルギは存在しないので，式

(5.3.87)，(5.3.88)，(5.3.105)，(5.3.106)より，離散運動方程

式は次のようになる． 

 xM
t

D
D

- =
x

F 0


 (5.5.1) 
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t
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é ù
ê ú =-ê úë û

RJR 0F
w  (5.5.2) 

ただし，J ，R はそれぞれ剛体の慣性マトリクスと基底マ

トリクスである．ただし， TR は正則であるので，回転の離

散運動方程式は 

 
( )

t
QD

D
- =

RJ
F 0

w
 (5.5.3) 

としても問題はない．もし，外力が絶対座標系ではなく，物

体座標系で与えられるのであれば，それを qF として， 

 Q q=F RF  (5.5.4) 

となるので，これを式(5.5.3)に代入してもよいが，式(5.5.3)
において， Q qF RF と置き換えることも可能である．こ

のとき，その置き換えた式に式(5.5.4)を代入し，式(5.3.30)
を代入し，さらに，両辺に 1-R を左から掛けると， 

 ( )
t

qD
D

+ ´ - =J J F 0
w

w w  (5.5.5) 

となって，“離散化された”Euler 方程式が導かれる． 
回転の運動方程式を絶対座標系で定式化するか物体座標

系で定式化するかは，解くべき問題の性質にも依るので，ど

ちらがよいかを論じることは無意味であるし，EMM であれ

ば，式(5.5.2)も(5.5.6)も同値である．しかし，この問題は

Lagrange 方程式においては意味を持つことになる．すなわ

ち，何を未知数にするかで時間積分の精度が変わるわけで，

例えば，有限回転ベクトルとその微分，あるいは，角速度を

未知数にするか，有限回転ベクトルと絶対座標系で見た角

運動量ベクトル ºH RJw を 未知数にするかで，解の精度

は変わる．実際，Lagrange 方程式の場合，式(5.5.3)は， 

 
d

dt
Q- =

H
F 0  (5.5.7) 

と書け，これは未知数H に関しては線形の微分方程式にな

るので，精度を確保しやすい．これに対し，Euler 方程式 

 ( )
d

dt
q+ ´ - =J J F 0

w
w w  (5.5.8) 

は （あるいは，有限回転ベクトルの時間微分）に関して非

線形の方程式になるので，精度が確保しにくい面がある（時

間積分スキーム次第であるが）．これは，シミュレーション

の時間が短い場合には問題とならないが，長時間の場合に

は，ある時点で突然，計算が発散するなど，典型的な数値不

安定を引き起こすことがあるので，注意を要する（そもそも，

長時間の姿勢計算をすること自体に無理があるが）． 
EMM の場合には，少なくとも，エネルギの発散といった

問題がなく，計算自体は安定であるので，後は，与えられた

時間積分スキームの元で，どうやって精度を確保・向上させ

るかを検討すればよい． 

5.5.2. 二節点トラス要素 

力学的エネルギは，次式で与えられる． 

 21 1

2 2
M EALa b

abP e= ⋅ +x x   (5.5.9) 

ただし，r ，A ，L はそれぞれ変形前の密度，断面積，長さ

であり， eは軸歪である．したがって，節点力は 
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質量テンソル成分Mab は Lagrange 方程式と同じで， 
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AL AL
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次に，初期歪を oe とし，歪として Cauchy 歪 
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o
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を採用すれば，歪の離散微分は次のようになる． 
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となる．これに対し，Lagrange 方程式は，式(3.5.8)より， 
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 (5.5.14) 

E.69 軸歪の離散微分 
式(5.5.13)を証明しなさい． 

5.5.3. 平面応力要素 

静力学の場合の平面応力要素の節点内力については 3.5.2

w
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節で述べた通りであるが，これに EMM に適用した場合，以

下のようになる． 
まず，力学的エネルギP は 
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11 22 12 211 1

h d dG G G GP p x x
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ただし，pは単位体積当たりのエネルギである．すなわち， 
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積分自体は，4 節点四角形要素であれば，3.6 節での述べた

通り，2 点×2 点の Gauss 積分が適切である．そして，式

(5.5.16)より，等価節点力は， 
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ただし， 
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5.5.4. ケーブル要素 

ケーブルは，軸方向に圧縮されると，極めて低い圧縮荷重

で座屈し，座屈後の軸方向の剛性は極端に小さくなる．これ

を考慮しつつ，EMM の特徴であるエネルギ・運動量・角運

動量の保存を実現するのが，NEDA の“売り”である． 
つまり，ケーブル要素とトラス要素との違いは，式(5.5.9)

において，ヤング率E が変形状態によって変化するという

ことである．つまり，E が eの関数として与えられる．この

とき，等価節点力は様々な形で表現できる．つまり， 
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E EALP eº  (5.5.21) 

として， 

 
 T

x EM
t

b

a ab
a

D P
D

æ ö÷¶ç ÷= +ç ÷ç ÷÷çè ø¶

x
f

x

  (5.5.22) 

と書けるが， EP の離散微分に任意性がある．また，同値で

あっても，けた落ち誤差を誘発しにくい式で表現してコー

ディングする必要がある．例えば，式(5.5.21)より， 
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2

T

x E

T

M EAL
t

E
AL

b

a ab
a

a

D Pe
D

D ee
De

æ ö÷¶ç ÷= + ç ÷ç ÷÷çè ø¶
æ ö÷¶ç ÷+ ç ÷ç ÷÷çè ø¶

x
f

x

x



 (5.5.23) 

と書けるが，実際の計算では，右辺第 3 項の /ED De の取

り扱いに気を付ける必要がある． 0De = であれば，もちろ

ん，この /ED De は 0 となるし， 0De = でなくても，微小

な値の場合，通常は 0ED » となるはずであるので，

/ED De は極端に大きな値にはならない． 
ただし，例えば， 

 
. 0

. 0
o

o

E const for
E

E const for

e
h e

ìï = ³ïï= íï = <ïïî
 (5.5.24) 

と設定し， 1h  とした場合，e と eの両方が0付近の値で，

かつ，符号が異なる場合， /ED De は大きな値になる．た

だし， 2e は小さな値となるので，第 3 項全体としては，そ

れほど大きな値にはならない．しかし，けた落ち誤差の問題

があるので，少し気を遣う必要がある．例えば， e e< で

あれば， 

 
e

a
e

º -  (5.5.25) 

として， 

 
2

2 (1 ) 1

1 2
o

E
E

D a h
e e

De a
+ -

=
+

 (5.5.26) 

となり，この式をコーディングすれば，けた落ち誤差は防げ

る．接線剛性マトリクスも，同様にして，a を用いてコーデ

ィングすればよい． 

5.5.5. 膜要素 
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第6章 研究例 
 
 

この章では，筆者がこれまでに研究してきたものや筆者が関わった実際のプロジェク

トのうち，柔軟構造解析や GMD に関連した例を示す． 
 
 

6.1. 膜面の収納解析 
 
筆者が GMD の解析に EM 法を適用するきっかけとなっ

たのは，ケーブルネットと膜から成るアンテナの展開解析

がきっかけであった．従来の陰解法（Newmark-b法など）で

は収束性が悪く，運動が発散する際には系のエネルギも発

散することから，安定な数値積分を実現するには，エネルギ

を一定にするような方法が必要と考えたのであった[18]．し

かし，当時は EM 法の発想はなく，エネルギを一定とする

ような拘束条件を付加することで計算を安定化させる方法

を用いていた．その一方で，解を得る手っ取り早い方法とし

て，陽解法での解析も検討し，図 6.1 のような展開アンテナ

について，動的陽解法を用いることで数値解を求めること

ができた[19]．しかし，運動に時間刻み幅に対応した高周波

が乗ってしまい，納得のゆくものではなかった．そこで，エ

ネルギを保存する時間積分法を考えるに至った（当時は EM
法の存在を知らず，勝手に思いついた方法で計算していた

が，文献を調べていて，その方法が EM 法であることを知

った）． 
 

図 6.1 展開フープトラス式膜面アンテナの展開[19] 

そして，膜面にその方法を適用した 初の例が，頂点を支

持された正六角形膜面の展開・収納解析である．この研究は，

元々，1998 年の ADEOS-II の相乗り衛星の公募に，図 6.2 の

ような，六角形膜面をスピン展開する 50kg 級衛星を提案し

たことがきっかけである（周知の通り，相乗り衛星には鯨生

態観測衛星 WOES が選定されたが，この膜面の折り畳み方

を四角形に適用したものが，実は 2010 年に打ち上げられた

ソーラー電力セイル小型実証機 IKAROSの膜面折り畳み法

と同じであったことは，筆者にとっては感慨深い）．そして，

1998 年 6 月に，EM 法をベースとした膜要素の解析手法を

提案した．その計算例の一つが図 6.3 に示す，六角形膜の圧

縮収納例である． 
 

図 6.2 膜展開実験衛星 SCARF 

 

図 6.3 膜面の収納例 

この膜面の折り畳みパターンは，図 6.2 の折り畳み形状そ

のものであり，折り目は三浦折りのパターンになっている

こと，折り畳み方自体を膜面の解析で導くことができるこ

となど，筆者にとっては展開構造物の研究の原点ともいう

べき研究であった． 
 
 

  (6.1.1) 
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Appendix A 数学的基礎 
 
 

この付録には，本書を読んでゆく上で知っておくべき基礎的な数学，ならびに，本書

で用いている表記法について書いてある． 
 

A.1 ベクトル演算 
 
この節では，歪や応力といったテンソルの取扱いの際に現

れる典型的なベクトル演算について確認しておく． 

A.1.1 ベクトルによる微分 

あるスカラー関数 ( )P P= z を 1 2[ ]n Tz z z=z  で微

分すると，次式のように，横ベクトルになるものとする． 

 
1 2 nz z z

P P P Pé ù¶ ¶ ¶ ¶ê úº ê ú¶ ¶ ¶ ¶ë ûz
  (A.1.1) 

また，あるベクトル関数 1 2( ) [ ]m Tx x x= =x x z  を

で微分するとき，z によるx の微分を次式で定義することと

する（縦と横の添え字の並び方に注意）． 

 

1 1 11

1 2

2 2 22

1 2

1 2

n

n

m m m m

n

x x xx

z z z
x x xx

z z z

x x x x

z z z

é ùé ù ¶ ¶ ¶¶ ê úê ú
ê úê ú ¶ ¶ ¶¶ ê úê ú
ê ú¶ ¶ ¶ê ¶ ú¶ ê úê ú= = ê úê ú¶ ¶ ¶ ¶ê ú¶ ê ú
ê úê ú
ê úê ú¶ ¶ ¶ ¶ê úê ú
ê úê ú¶ ê ú¶ ¶ ¶ë û ë û

z

x
z

z

z





    



 (A.1.2) 

A.1.2 Dyadic 表記と従来の表記 

通常のマトリクスA とベクトルx の掛け算はAx と表記

するが，内積計算に相当するので ⋅A x と表記される場合も

ある．ただし，このテキストでは，この表記は用いないこと

とする．これは， ⋅A x と表記してしまうと， ?T⋅ =A x x A
と思われてしまう可能性があるためである．また，ベクトル

x とy のベクトル積は従来通り Äx y と表記する．いわゆる

Dyadic 表記ではxy となるが，慣れないと違和感があると思

われるので，本書では従来の表記を用いる． 

A.1.3 基本的なベクトル演算 

任意のベクトル空間内の元，すなわち，ベクトルは，ベク

トル空間の性質により，基底ベクトルの線形和で表せる． 

 
1

n
i

i
i

a
=

= åa e  (A.1.3) 

ただし，n はベクトル空間の次元である． 
三次元 Euclid 空間 3 の正規直交基底ベクトルを 1i ， 2i ，

3i とし，次式で内積演算（双線形演算である）を定義する． 

 i j ijd⋅ =i i  (A.1.4) 

この場合，一般のベクトル同士の内積は次式で計算できる． 

 ( ) ( )i j k k
i ja b a b⋅ =i i  (A.1.5) 

また，外積演算（双線形演算である）を定義する． 

 for ( , , ) (1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)i j k i j k´ = =i i i  (A.1.6) 

このとき，一般のベクトル同士の外積は次式で計算できる． 

 
2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1

1 2 3

( ) ( )

( ) ( ) ( )

i j
i ja b

a b a b a b a b a b a b

´ =

- + - + -

i i

i i i
 (A.1.7) 

なお，本書では， 1i ， 2i ， 3i を次式のように定義する． 

 1 2 3

1 0 0

0 1 0, ,

0 0 1

é ù é ù é ù
ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú= = =ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê úë û ë û ë û

i i i  (A.1.8) 

また，任意の 3Îx  に対し，特に断りのない限り， ii の線

形和で記述したときの係数を，その“成分”と呼ぶ．すなわ

ち， 1 2 3[ , , ]Tx x x=x と書くとき，これは次式を意味する． 

 i
ix=x i  (A.1.9) 

任意の三次元ベクトル 3
1 2 3[ ]Tz z z= Îz  の外積を表

す反対称マトリクスを上付きのハットで表す．すなわち，任

意の 3Îx  に対して， ˆ (3)soÎz は次式で定義される． 

 
3 2

3 1

2 1

0

ˆ ˆ, 0

0

z z

z z

z z

é ù-ê ú
ê ú= ´ = -ê ú
ê ú-ê úë û

zx z x z  (A.1.10) 

次に，ベクトルa とベクトルb から成るテンソル（tensor）
Äa b は次式で定義される． 

 ( ) ( )Ä = ⋅a b c b c a  (A.1.11) 

ベクトル積を行列成分で表すと， 

 [ ]ij i ja bÄ =a b  (A.1.12) 

ベクトル積は，ベクトルをベクトルに線形写像するので，テ

ンソルである．一般に，Ä で任意の数のベクトルを掛けたも

のをテンソル積（tensor product）と呼ぶ． 
テンソルAの転置 TA は次式で定義される． 

 ( ) ( )T⋅ = ⋅b Aa a A b  (A.1.13) 

したがって，Aが二階のテンソルであれば， 

 [ ] [ ]T ij jiA=A  (A.1.14) 

また， 

 ( )TÄ = Äa b b a  (A.1.15) 

さて，通常，縦ベクトルとマトリクスの演算では ⋅a A と

いうものは定義できないが，ここでは次のように定義する． 

 ( )TT⋅ ºa A a A  (A.1.16) 

なぜこのような面倒な定義をしておくかというと，このテキ

ストには「ベクトルは縦ベクトル」であるとの暗黙の了解が

あることと，a が何等かの演算子ベクトルであった場合には

「演算子は左側から右側にかける」という暗黙の了解がある

ことと整合させるためである．つまり，a が演算子を含まな

いベクトルの場合，式(A.1.16)より， 

 T⋅ =a A A a  (A.1.17) 

としてよいが，a が演算子を含んでしまうと，その演算子を

作用させるべきものがa の右側に何もないことになってし

まうので，あえて，式(A.1.17)ではなく(A.1.16)を用いる． 
次に，トレース（trace）は次式で定義される． 

 tr( )Ä = ⋅a b a b  (A.1.18) 

z
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そして，二階のテンソルのスカラー積は次式で定義される． 

 : tr( )TºA B A B  (A.1.19) 

後に，一般に二階のテンソルは，基底ベクトル{ }ig ，あ

るいは{ }ig を用いて，次式のように書ける． 

 ,ij i j
i j ijA B= Ä = ÄA g g B g g  (A.1.20) 

いま，基底ベクトルが jj
i id⋅ =g g となる関係を満たすとす

ると，二階テンソルのスカラー積は次式で計算できる． 

 : ij
ijA B=A B  (A.1.21) 

E.70 ベクトルの外積 
三次元ベクトルa ，b ，cと三次元マトリクスAに関す

る次の恒等式を証明しなさい． 
1) ( ) ( )´ ⋅ = ´ ⋅a b c b c a  
2) ( ) ( ) ( )´ ´ = ⋅ - ⋅a b c a c b a b c  
3) ( ) ( ) ( )´ ´ = ⋅ - ⋅a b c a c b b c a  
4) 2ˆ ( )= Ä - ⋅a a a a a I  
5) 23ˆ ˆ= - aa a  
6) ˆ ˆˆ ˆ- = ´ab ba a b  

E.71 ベクトルの微分 
3, Îa n  で，n が単位ベクトルのとき，次の恒等式を

証明しなさい． 
1) 0d ⋅ =n n  

2) ˆ ˆd⋅ ⋅ =n n n 0  

3) 
d

d
⋅

=
a a

a
a

 

4) 2
3 3

1 1 1
ˆ( )d d d d

æ ö÷ç ÷ç = - ⋅ = - ⋅÷ç ÷÷çè ø

a
a a a a a a

a a a a
 

5) 22ˆ( ) ( )d d⋅ = +a a a a a I a  

E.72 三次元マトリクスの行列式 
三次元ベクトルa ，b ，cを三列に並べた三次元マトリ

クス [ ]=A a b c について， det ( )= ´ ⋅A a b c となるこ

とを証明しなさい． 

E.73 三次元ベクトルと外積マトリクス 
三次元ベクトルx ，y と三次元マトリクスAに関する

次の恒等式を証明しなさい． 

1) [( ) ( )] ( ) (det )[( ) ]´ ⋅ = ´ ⋅Ax Ay Az A x y z  

2)  1ˆ(det ) T- -=Ax A A xA  

E.74 回転マトリクス 
三次元ベクトルx ，y と三次元の回転マトリクスR に

関する次の恒等式を証明しなさい． 
1) ( ) ( ) ( )´ = ´Rx Ry R x y  
2) ˆ ˆ=Rx yR を満たすy が存在し， =y Rx ． 

E.75 テンソルのスカラー積(1) 
三次元ベクトルx ，y ，z ，a ，b ，cと二階のテンソ

ルAおよびB に関する次の恒等式を証明しなさい． 
1) ( )T T =A A  
2) ( )T T T=AB B A  
3) ( )( ) ( )( )Ä Ä = ⋅ Äa b c d b c a d  
4) ( ) ( )Ä = ÄA x y Ax y  
5) ( ) ( )TÄ = Äx y A x A y  
6) ( ) ( ) ( )TÄ = ÄA x y B Ax B y  
7) tr( ) tr( )T =A A  

8) tr( ) tr( )=AB BA  
9) : :=A B B A  
10) : :T T=A B A B  
11) : ( )⋅ = Äx Ay A x y  
12) ( ) : ( ) ( )( )Ä Ä = ⋅ ⋅a b c d a c b d  
13) ( ) : ( ) : ( ) ( )T T Té ùÄ = Äê úë ûABA a b B A a A b  

E.76 テンソルのスカラー積(2) 
式(A.1.21)，すなわち，次式を証明しなさい． 

, :ij i j ij
i j ij ijA B A B= Ä = Ä  =A g g B g g A B  (A.1.22) 
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A.2 微分幾何学の基礎知識 
 
この節では，変分原理等に必要な微分幾何学の基礎知識に

ついて確認する．本来ならば，1.8 節で多様体理論を基礎に

した理論を書くべきであるが，微分幾何学で力学を全て記述

するのは難解であるので，本書ではそれは採用していない． 

A.2.1 微分演算子 

ここでは，本書でよく用いる演算子について解説しておく． 

A.2.1.1 Nabla 演算子 

まず，式(1.6.27)より， 

 
j

j
ii

x

x
¶

= ⋅
¶

g i  (A.2.1) 

であり，式(1.6.35)より， 

 
j

j
iix

x¶
= ⋅

¶
g i  (A.2.2) 

であるから，次式のようになる． 

 
( )

( )

j
j

ii i j j

j
j

ii i j j

x

x x

x x

x x
x

x x

ìï ¶ ¶ ¶ ¶ï = = ⋅ïï¶ ¶ ¶ ¶ïïíï ¶ ¶ ¶ ¶ï = = ⋅ïï¶ ¶ ¶ ¶ïïî

g i

g i

 (A.2.3) 

これを用いて，通常は絶対座標系で記述される微分演算子を

埋め込み座標系で記述してみよう．まず，nabla 演算子は， 

 i
ix

¶
 º

¶
i  (A.2.4) 

と定義されるが，式(A.2.3)を用いれば，次式を得る． 

 ( ) [( ) ]i j i j j
i ij j jx x x

¶ ¶ ¶
 = ⋅ = Ä ⋅ =

¶ ¶ ¶
i g i i i g g  (A.2.5) 

ただし，なんらかの演算子 とテンソルA（スカラー，また

は，ベクトル，またはマトリクス）を用いて， A を計算

する場合， 

 j j
j jx x

æ ö æ ö¶ ¶÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç = =÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç¶ ¶è ø è ø

A
A g A g    (A.2.6) 

とする．例えば，スカラー関数 1 2 3( , , )f f x x x= なら次の通り

である12． 

 j j
j j

f
f f

x x

æ ö¶ ¶÷ç ÷ç = =÷ç ÷÷ç ¶ ¶è ø
g g  (A.2.7) 

A.2.1.2 Gradient 演算子 

また，ベクトルの微分に関しては， i
ia=a i として， 

 2 3grad [ ] ( )i i
ia a a aº    =  Ä = Äa i a  (A.2.8) 

と定義できる．これにより，埋め込み座標系でも grada を計

算することができる．すなわち， i
ia=a g として， 

 

grad j
j

i i
i ij j i

ij j j

x
a a

a
x x x

¶
= Ä = Ä

¶
é ù é ù¶ ¶ ¶ê ú ê ú= Ä = Ä +ê ú ê ú¶ ¶ ¶ê ú ê úë û ë û

a
a a g

g g
g g g

 (A.2.9) 

ここで， / j
i x¶ ¶g を kg で分解し，その係数を k

ijG とすれば， 

 
12  一般に， gradf f=  と書かれることが多いが，文献[3]にもある通り，両者は厳

密には異なる．これは，接ベクトルと余接ベクトルの違いによる．ただし，我々の三

 i k
ij kj

G
x

¶
º

¶
g

g  (A.2.10) 

と書け，このとき，式(A.2.9)は 

 

;

grad
i

j i k
i ij kj

i
j i jk i

j ii kj ij

a
a G

x
a aa G
x

é ù¶ê ú= Ä +ê ú¶ê úë û
é ù¶ê ú= Ä º Ä+ê ú¶ê úë û

a g g g

g g gg g

 (A.2.11) 

と書くことができる．ここで， 

 ;

i
i k i

j kjj
G

x
¶

º +
¶
   (A.2.12) 

はいわゆる共変微分（covariant derivative）である．これと

式(A.2.9)～(A.2.11)の関係から，共変微分は 

 ;
( )i

i k
j kjx

¶
=

¶
g

g
   (A.2.13) 

を満たすことがわかる．また，式(A.2.10)より， k
ijG は次式の

ように定義されるものである． 

 ik k
ij j

G
x

¶
º ⋅

¶
g

g  (A.2.14) 

k
ijG はいわゆる Kristoffel 記号である． k

ijG にはいくつか特徴

があるが，その一つに下付き添え字に関する対称性がある． 

 

ik k k
ij j j i

jk k k
jii ij

G
x x x

G
x xx

æ ö¶ ¶ ¶ ÷ç ÷= ⋅ = ⋅ ç ÷ç ÷÷ç¶ ¶ ¶è ø
æ ö ¶¶ ¶ ÷ç ÷= ⋅ = ⋅ =ç ÷ç ÷÷ç¶ ¶¶è ø

g x
g g

gx
g g

 (A.2.15) 

Kristoffel 記号は一般相対性理論[10]や曲面上の測地線を求

める際に出てくるなど，力学に関する様々な場面で現れる． 

A.2.1.3 Divergence 演算子 

次に，ベクトル a および二階のテンソル A の発散

（divergence）については， ij
i jA= ÄA i i として， 

 
div [ ]

div [ ]

i
i j

ji i

ij
i kj

j k ji i

a
a

x x
A

A
x x

ìï ¶ ¶ï º = ⋅ïïï ¶ ¶íï ¶ ¶ï º = ⋅ Äïï ¶ ¶ïî

a i i

A i i i i

 (A.2.16) 

であるから，次式のように定義できる． 

 div , div= ⋅ = ⋅a a A A  (A.2.17) 

よって，埋め込み座標系ならば，次式の通り計算すればよい． 

 

div

div

jj
jj

T
T

j j
j j

T
T

jT j
j j

xx

x x

x x

ìï æ ö ¶¶ï ÷ç ÷ï = ⋅ = ⋅ç ÷ï ç ÷÷çï ¶¶è øïïï é ùï æ ö æ öï ê ú¶ ¶ï ÷ ÷ç çï ÷ ÷= ⋅ =ç çê úí ÷ ÷ç ç÷ ÷ï ÷ ÷ç çê ú¶ ¶è ø è øï ê úï ë ûïïï æ öæ ö¶ ¶ï ÷÷ çç ÷ï ÷ çç= = ÷÷ï çç ÷÷ï ÷ç ÷ç¶ ¶è ø è øïïî

a
a a gg

A A Ag g

A A
g g

 (A.2.18) 

また，成分で書くとすると， 

;

;

( )
div ( ) [ ]

i
ii j j ij

i j ijj

i
i

a
a a

xx
a

æ ö ¶¶ ÷ç ÷= ⋅ = ⋅ = ⋅ç ÷ç ÷÷ç ¶¶è ø
=

g
a g g g gg

 (A.2.19) 

次元 Euclid 空間の場合，両者の空間を特に区別しないので， gradf f=  として

問題ない． 
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div ( )

( )

( )
( )

( )
( )

im
i m

T
im

i mjT
j

T
im

i mjT jT im
m ij j

im
mi im jj

m i jj

im
mij imim

mi ij j
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L
x

L
L

x x
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xx
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= ⋅ Ä

é ù¶ Äê ú= ê ú¶ê úë û
é ù¶ ¶ê ú= Ä + Äê ú¶ ¶ê úë û
é ù ¶¶ê ú= + ⋅⋅ê ú ¶¶ê úë û
é ùæ ö ¶¶ ¶ ÷çê ú÷ç= ⋅ ++ ÷ê úç ÷÷ç ¶¶ ¶è øê úë û

¶
= ⋅

A g g

g g
g

g g
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gg
g g gg

gg
g gg

g
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im kim k
m mi ki ij kj

im
jim ik m

mkiiji

L L GL G
x

L
L G L G

x

é ùæ ö÷çê ú÷ç ++ ÷ê úç ÷÷ç ¶è øê úë û
é ù¶ê ú= + +ê ú¶ê úë û

g gg g

g

 (A.2.20) 

A.2.1.4 Rotation 演算子 

後に，弾性力学ではあまり出てこないが，流体力学にお

いてよくでてくる rotation（回転，渦度）を定義しておく．

ベクトル 1 2 3[ ]Ta a a=a の rotation は 

 

3 2

2 3

1 3

3 1

2 1

1 2

rot

a a

x x
a a

x x
a a

x x

é ù¶ ¶ê ú-ê ú¶ ¶ê ú
ê ú¶ ¶= -ê ú
ê ú¶ ¶ê ú¶ ¶ê ú-ê ú¶ ¶ë û

a  (A.2.21) 

と定義される．この式は次式のように書くことができる． 

 rot = ´a a  (A.2.22) 

この式を rotation の定義式としておけば，式(A.2.5)を用い

ることで，任意の座標系における回転を記述できる． 

 rot j j
j jx x

¶ ¶
= ´ = ´ = ´

¶ ¶
a

a a g a g  (A.2.23) 

なお， rotではなく curl と表記をする場合もある． 

※ ちなみに， grada を次式のように定義する場合もある． 

 

1

2

3

( )

( )grad ( )

( )

T

T i
i

T

a

a a

a

é ùê ú
ê úº = Ä  = Äê ú
ê ú
ê úë û

a i a  (A.2.24) 

 これは，ベクトルを縦ベクトルとか横ベクトルとかいっ

た見方をせずに一つの量としてあつかう，いわゆる

Dyadic の考え方によるものである．が，本書では式(A.2.8)
のように定義することにする．また， divA については， 

 div [ ]
ij

ij k
i i jj k

A
A

x x

¶ ¶
º = Ä = 

¶ ¶
A i i i i A  (A.2.25) 

 という定義もあるが，これについては div = ⋅a a に対応

するよう， div = ⋅A Aを採用することにする． 

A.2.2 Gauss の定理 

変形解析の理論において，平衡方程式に基づいた仮想仕事

の原理から応力・歪に基づいた仮想仕事の原理，ひいては歪

エネルギ停留の原理を導く際には Gauss の定理が必要とな

る．そこで，Gauss の定理について確認してみよう． 
Gauss の定理は，ある三次元領域内の積分を，その境界で

ある表面領域での面積分に置き換えることができることを

意味しており，，被積分量がスカラー関数かベクトルか二階

テンソルかの三種類の場合がある． 
まず，ある三次元領域V とその境界面S に関する任意の

関数 f に関する Gauss の定理は次式で表される．ただし，n
は境界面S の外向単位法線ベクトルである． 

 ( )i
iV S

f
dV fdS

x

¶
= ⋅

¶ò ò i n  (A.2.26) 

そして，この式を用いると，被積分関数が任意のベクトル

関数a である場合の Gauss の定理が導かれる． 

 
V S

dV dS⋅ = ⋅ò òa n a  (A.2.27) 

さらに，この式を用いると，任意の二階のテンソルAに対

して，次式が成り立つこともわかる． 

 T
V S

dV dS⋅ =ò òA A n  (A.2.28) 

式(A.2.26)には，面積分や外微分，微分形式といった，様々

な数学的概念の上に成り立っている式であり，本書では，そ

こについては深く入り込むことはしないが，参考として，

A.2.3 節ではそれらの数学的概念について紹介する． 

E.77 Gauss の定理 
式(A.2.26)を用いて，(A.2.27)と(A.2.28)を証明しなさい． 

A.2.3 一般化された Stokes の定理 

A.2.2 節では Gauss の定理を紹介した．Gauss の定理の他

にも Stokes の定理や Green の定理など，領域積分を境界積

分に置き換えるものは存在する．実は，それらの定理は，次

に掲げる一般化された Stokes の定理で表現できる． 

 
C C
dw w

¶
=ò ò  (A.2.29) 

ただし，w は微分形式，C は積分領域， C¶ はその境界領域

である．この式を理解するためには，微分形式を含め，いく

つかの数学的知識を必要とする．本書を理解する上で微分形

式などは必ずしも必要ではないが，せっかくの機会なので，

簡単に紹介しておく．なお，以下の内容は文献[21]を参考に

しており，より詳細な証明等は文献[21]を参照してほしい． 

A.2.3.1 重積分と変数変換 

二つの座標平面を考えよう．一つは座標が ( , )x y で表され，

もう一つは ( , )u v で表されるとする．そして，( , )u v から ( , )x y
への変換が次のようにあらわされるとする． 

 ( , ) , ( , )x x u v y y u v= =  (A.2.30) 

これにより， ( , )u v 平面の領域D が ( , )x y 平面の領域G に写

されたとする（図 A.1）．これは，1.8.1 節に示した多様体の

理論の図 1.14 において， 1 2( , )q q が ( , )u v に， 1 2( , )q q が ( , )x y
に対応し，多様体M 上の領域Q に対応した 1 2( , )q q 平面上の

領域がD に， 1 2( , )q q 平面上の領域がG に，そして，写像
1

b af f- が ( , )x u v および ( , )y u v という関数にそれぞれ対応

していると思えばよい．あるいは，1.9.1 節で示した埋め込

み座標系の概念図 1.17 において， 1 2( , )x x が ( , )u v に， 1 2( , )x x
が ( , )x y に，写像y が ( , )x u v および ( , )y u v という関数にそれ

ぞれ対応していると思えばよい． 

 
図 A.1 重積分の変数変換 

x

y

u

v
D G
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このとき，G における関数 ( , )f x y の重積分は，領域D にお

ける積分に次式で変換できる． 

 
( , )

( , ) ( ( , ), ( , ))
( , )G D

x y
f x y dxdy f x u v y u v dudv

u v

¶
=

¶ò ò  (A.2.31) 

ここで， 

 
( , )

det
( , )

x x
x y x y x yu v

y yu v u v v u
u v

é ù¶ ¶ê ú
¶ ¶ ¶ ¶ ¶ê ú¶ ¶= = -ê ú

¶ ¶ê ú¶ ¶ ¶ ¶ ¶
ê úê ú¶ ¶ë û

 (A.2.32) 

であり， 

 

x x

u v
y y

u v

é ù¶ ¶ê ú
ê ú¶ ¶º ê ú
¶ ¶ê ú
ê úê ú¶ ¶ë û

J  (A.2.33) 

はヤコビアン（Jacobian）と呼ばれる．式(A.2.31)を厳密に

証明するのは意外と面倒なのであるが， ( , )u v が埋め込み座

標系で， ( , )x y が絶対座標系であると考えれば，ヤコビアン

は基底マトリクスS（式(1.6.6)）の二次元版であり，1.9.6 節

でみた微小平面六面体の体積の関係式(1.9.50)の二次元版が

(det )dxdy dudv= S となることを考えれば，感覚的には式

(A.2.31)を理解することができるだろう． 
もちろん，式(A.2.31)の三次元版を，埋め込み座標系を用

いて考えるとすれば， ( )y=x x であることから， 

 1 2 3 1 2 3( ) ( ( )) detG D
f dx dx dx f d d dy x x x=ò òx x S  (A.2.34) 

と書けることは言うまでもない． 
なお，なぜ，式(A.2.31)で ( , ) / ( , )x y u v¶ ¶ に絶対値がついて

いるのかというと，座標系が右手系か左手系かで detSの符

号が異なるからである（ ( , , )x y z 系と ( , , )u v w 系がどちらも右

手系かどちらも左手系ならプラスであるが，互いに異なる系

だとマイナスになってしまう）． 

A.2.3.2 曲面の定義 

三次元 Euclid 空間 3 （局所座標系として，通常の絶対座

標系 ( , , )x y z を設定してある）における集合 が次の性質を

もつとき， を曲面と呼ぶ．すなわち，E の各点に座標近

傍U があり，その局所座標系は二次元で，局所座標を ( , )u v
とする．このとき，( , )u v 平面内の領域D からE とU との共

通部分の全単射で連続な写像が存在する． 

 

( , )

( , ) ; ( , )

( , )

x x u v

y y u v u v U

z z u v

ìï =ïïïï = Îíïïï =ïïî

 (A.2.35) 

これは，多様体M として 3 を考え，その中で拘束曲面E を

考え，M 上の各点での局所座標系は本来 ( , , )u v w の三つの座

標で記述されるところを，その点が拘束曲面上にあることか

ら，局所座標w が常に 0にしているとことに対応している． 

A.2.3.3 面積積分と外微分 

A.2.3.1 節では，重積分における図 A.1 のような領域D と

G との間の変数変換を，A.2.3.2 節では，曲面の定義を考え

た．そこで，この節は曲面上の重積分を考えてみよう． 
図 A.2 のように三次元空間内に凸曲面E があったとき，

その表面上に埋め込み座標 ( , )u v を設置する．このとき，E
は ( , )u v 平面上では図 A.3 のような円D に写像される．ここ

で，E を x y- 平面に投影すると，( , )x y 平面上では楕円状の

領域 に写像されるとする．つまり，曲面 は 

 ( , ) ( ( , ), ( , ))z x y x u v y u vf f= =  (A.2.36) 

と書けるとする．このとき，E 上の任意の点を ( , )u v 平面上

の点に写す一対一写像が存在し，また， ( , )x y 平面上の点に

写す一対一写像が存在する．この結果，D からG への一対

一写像が存在し，E 上で定義された関数 ( , , )h x y z に対して， 

( , , ( , ))

( , )
( ( , ), ( , ), ( ( , ), ( , ))

( , )

G

D

h x y x y dxdy

x y
h x u v y u v x u v y u v dudv

u v

f

f
¶

=
¶

ò

ò
 (A.2.37) 

が成り立つ．この式と(A.2.31)との違いは， ( , ) / ( , )x y u v¶ ¶ に

絶対値が付くか付かないかという点である．絶対値が付かな

いのは，図 A.3 のように，( , )u v 系も ( , )x y 系も右手系になっ

ていて， ( , ) / ( , )x y u v¶ ¶ が正の値をとるからである． 
これに対して，曲面 が図 A.4 のような折れ曲がった曲

面の場合，E を x y- 平面に写像すると，曲面E のうちの 1E
の部分と 3E の部分については， ( , )u v 系と ( , )x y 系は同じ右

手系で表現できる．しかし， 2E については，w 軸を z 軸に

合わせようとすると，( , )u v 系は左手系になる（図 A.5）．別

の言い方をすれば，曲面 1E の法線と 3E の法線は z 軸と同じ

側であるが， 2E の法線は逆側となる． 
これをもう少し数学的に考えてみよう． 1E ， 2E ， 3E に

対応した ( , )u v 平面上の領域をそれぞれ 1D ， 2D ， 3D ，( , )x y
平面上の領域を 1G ， 2G ， 3G とする．このとき， 

 
1 1

2 2

3 3

( , ) in ( , , )

( , ) in ( , , )

( , ) in ( , , )

x y x y z E

z x y x y z E

x y x y z E

f
f
f

ìï Îïïïï= Îíïïï Îïïî

 (A.2.38) 

と，それぞれの領域で z は別々の関数で表現され， 

1

1

1

1

( , , ( , ))

( , )
( ( , ), ( , ), ( ( , ), ( , ))

( , )

G

D

h x y x y dxdy

x y
h x u v y u v x u v y u v dudv

u v

f

f
¶

=
¶

ò

ò
 (A.2.39) 
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G

D
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x y
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u v

f

f
¶
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ò

ò
 

 (A.2.40) 

3

3

3

3

( , , ( , ))

( , )
( ( , ), ( , ), ( ( , ), ( , ))

( , )

G

D

h x y x y dxdy

x y
h x u v y u v x u v y u v dudv

u v

f

f
¶

=
¶

ò

ò
 (A.2.41) 

が成り立つ．つまり， 1D ， 3D では detJ は正あり， 2D では

負である．このように，領域の状況によって式の表現が変わ

るというのは，あまり嬉しいものではない．そこで現れるの

が外微分（exterior derivative）である．式(A.2.39)～(A.2.41)
を，外微分を用いて表すと，次のようになる． 

 
( , , )

( , )
( ( , ), ( , ), ( , ))

( , )

E

D

h x y z dx dy

x y
h x u v y u v z u v dudv

u v



¶
=

¶

ò

ò
 (A.2.42) 

この式の左辺のdx dy というのが外微分と呼ばれるもので

ある．外微分の定義については後述するとして，式(A.2.42)
で重要なことは，左辺の積分領域を曲面E と表現している

ことである．これは，積分を ( , )x y 平面で考えるのではなく，

あくまでも三次元空間内で考えることを明示したものであ

る．そして，dx dy は，いわば，「向きを考えた積分」を意

味していて，曲面に沿って（曲面を表す局所座標軸に沿って）

x と y が変化する際の ( , ) / ( , )x y u v¶ ¶ の符号の変化を考慮し

たものになっている．この外微分については， 

E
E

G E

E
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( , ) ( , )

( , ) ( , )

y x x y

u v u v

¶ ¶
= -

¶ ¶
 (A.2.43) 

であることから，次式が成り立つ． 

 ( , , ) ( , , )
E E
h x y z dx dy h x y z dy dx = - ò ò  (A.2.44) 

 
図 A.2 曲面上の重積分 

 
図 A.3 曲面上の領域の局所座標表示 

 
図 A.4 折れ曲がった曲面 

 
図 A.5 折れ曲がった曲面の局所座標表示 

式(A.2.42)は，曲面E がどんなものであっても，場合分けせ

ずに表現できているところが代数学的には美しい．ただし，

外微分という表現は，幾何学的には少しイメージしにくいか

もしれない．そこで，もう少し幾何学的に考えてみよう．い

ま，埋め込み座標系 ( , )u v を，曲面に沿った正規直交座標と

なるように座標軸を設置する．このとき， 

 1 2,

x x

u v
y y

u vu v
z z

u v

é ù é ù¶ ¶ê ú ê ú
ê ú ê ú¶ ¶ê ú ê ú¶ ¶¶ ¶ê ú ê úº = º =ê ú ê ú¶ ¶¶ ¶ê ú ê ú
ê ú ê ú¶ ¶ê ú ê ú
ê ú ê ú¶ ¶ë û ë û

x x
e e  (A.2.45) 

と定義すると， 1e と 2e はそれぞれu 軸および v 軸方向の単

位ベクトルで，曲面E の接線ベクトルになっている（図 A.6）． 

 
図 A.6 曲面上の埋め込み座標と接線ベクトル 

そして，曲面E の単位法線ベクトルをn とすると， 

 1 2

y z y z

u v v u
z x z x

u v v u
x y x y

u v v u

é ù¶ ¶ ¶ ¶ê ú-ê ú¶ ¶ ¶ ¶ê ú
¶ ¶ ¶ ¶ê ú= ´ = -ê ú
¶ ¶ ¶ ¶ê ú
ê ú¶ ¶ ¶ ¶ê ú-ê ú¶ ¶ ¶ ¶ë û

n e e  (A.2.46) 

となる．したがって，次式が成り立つことがわかる． 

 3( , )

( , )

x y x y x y

u v u v v u

¶ ¶ ¶ ¶ ¶
= - = ⋅

¶ ¶ ¶ ¶ ¶
i n  (A.2.47) 

また，曲面上の微小面積をdS と書くとすると， 

 dS dudv=  (A.2.48) 

であるから，式(A.2.42)は次のように書くこともできる． 

 3( , , ) ( , , )
E E
h x y z dx dy h x y z dS = ⋅ò ò i n  (A.2.49) 

同様にして，次式が成り立つ． 
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ìï  = ⋅ïïíï  = ⋅ïïî

ò ò
ò ò

i n

i n
 (A.2.50) 

そこで， 

 1 2 3

f

gf g h

h

é ù
ê ú
ê úº + + = ê ú
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ê úë û

f i i i  (A.2.51) 

 

dy dz

dz dxd

dx dy

é ùê ú
ê úº ê ú
ê úê úë û

S  (A.2.52) 

とすれば， 

 
E E

d dS⋅ = ⋅ò òf S f n  (A.2.53) 
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となることがわかる．つまり，式(A.2.49)や(A.2.50)を用いる

ことで，外微分を全てベクトル形式の積分に書き直すことが

でき，幾何学的にわかりやすいものになる．それゆえ，正直

に言って，外微分のことを知らなくても運動の力学全般の勉

強にはそれほど問題はない． 

A.2.3.4 微分形式と外微分 

A.2.3.3 節では面積分と絡めて外微分について解説したが，

外微分の数学的定義について，簡単に紹介しておこう． 
一般に，ある関数 1 2( , , , ) :n nf f q q q=   があったと

き，その微小変化量は 

 i
i

f
df dq

q

¶
=

¶
 (A.2.54) 

と書ける．これは， f のいわゆる全微分であるが，一般に， 

 i
ig dqf =  (A.2.55) 

という関係があったとき，f を一次微分形式と呼ぶ．つまり，

関数 f の全微分は一次微分形式になっている． 
次に，式(A.2.54)が成り立つとき， 

 i
id dg dqf º   (A.2.56) 

を一次微分形式f の二次微分形式と呼ぶ．ただし，記号は

外微分演算子であり，次式を満たすものである． 

 da db db da =-   (A.2.57) 

つまり，反対称性を有する．この式からわかる通り， 

 0da da =  (A.2.58) 

である．例えば， 

 ( , , ) ( , , ) ( , , )f x y z dx g x y z dy h x y z dzf = + +  (A.2.59) 

のとき， 

 d df dx dg dy dh dzf =  +  +   (A.2.60) 

となるが， 

 

f f f
df dx dy dz

x y z
g g g

dg dx dy dz
x y z
h h h

dh dx dy dz
x y z

ìï ¶ ¶ ¶ï = + +ïï ¶ ¶ ¶ïïï ¶ ¶ ¶ïï = + +íï ¶ ¶ ¶ïïï ¶ ¶ ¶ï = + +ïï ¶ ¶ ¶ïïî

 (A.2.61) 

となるので，これを式(A.2.60)に代入し，式(A.2.57)，(A.2.58)
を用いると， 

 

g f
d dx dy

x y

h g
dy dz

y z

f h dz dx
z x

f
é ù¶ ¶ê ú=  +-ê ú¶ ¶ë û
é ù¶ ¶ê ú  +-ê ú¶ ¶ë û
é ù¶ ¶ê ú -ê ú¶ ¶ë û

 (A.2.62) 

を得る．したがって， 

 ,

f dy dz

g dz dxd

h dx dy

é ù é ùê ú ê ú
ê ú ê úº ºê ú ê ú
ê ú ê úê ú ê úë û ë û

f S  (A.2.63) 

と定義すれば，次式のように書ける． 

 rotd df = ⋅f S  (A.2.64) 

さて，式(A.2.56)に話を戻すと，一次微分形式f から生成

される二次微分形式df は， 

 

ii j i
i j

j i i h
i j

i j

g
d dg dq dq dq

q
g g

dq dq
q q

f

<

¶
=  = 

¶
é ù¶ ¶ê ú= -ê ú¶ ¶ê úë û

å
 (A.2.65) 

と書けることがわかる．そこで，一般に，二次微分形式を 

 i j
ijw dq sqk =   (A.2.66) 

と書くことにする．このとき，k から生成される三次微分形

式は，これまでと全く同様に，次のように定義される． 

 i j
ijd dw dq sqk =    (A.2.67) 

このようにして，高次の微分形式を順次定義してゆく． 
さて，我々の興味があるのは，三次元空間における微分形

式であり，二次微分形式は，一般に 

 fdy dz gdz dx hdx dy dk =  +  +  = ⋅f S  (A.2.68) 

と書けることになるが，このとき，k の三次微分形式は， 

 d df dy dz dg dz dx dh dx dyk =   +   +    (A.2.69) 

となる．ここで，式(A.2.61)を考慮すると， 

f g h
d dx dy dz dz dx dx dy

x y z
k

¶ ¶ ¶
=   +   +  

¶ ¶ ¶
 (A.2.70) 

となる．ここで，外微分演算子に結合則を仮定すると， 

 

( )

( )

da db dc da db dc

db da dc

db da dc

db dc da

  =  
= -  

= -  
=  

 (A.2.71) 

となり，外微分は循環性を有することがわかる．つまり， 

 dx dy dz dy dz dx dz dx dy  =   =    (A.2.72) 

である．したがって， 

 dV dx dy dzº    (A.2.73) 

と定義すると，式(A.2.70)は，次式のようになる． 

 ( )
f g h

d dx dy dz dV
x y z

k
é ù¶ ¶ ¶ê ú=   = ⋅+ +ê ú¶ ¶ ¶ë û

f  (A.2.74) 

そして，三次元の場合，三次微分形式 

 udx dy dzq º    (A.2.75) 

に対し，四次微分形式は必ず 

 0dq =  (A.2.76) 

となることがわかる．同様に，n 次元の場合，( 1)n + 次微分

形式は必ず 0 となる． 
三次元の場合について，以上をまとめると， 

関数 1 2 3( , , )f x x x の一次微分形式df は， 

 (grad )i
i

f
df d f dx

x
¶

= = ⋅
¶

x  (A.2.77) 

次に，一次微分形式 

 i
if d df x= = ⋅f x  (A.2.78) 

に対して（ただし， 1 2 3[ ]Tf f fºf ），二次微分形式df
は次式で定義される． 

 roti j i
j

f
d d d df x x

x
¶

=  = ⋅
¶

f S  (A.2.79) 
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ただし， 

 

1 2 3

2 3 1

3 1 2

dS d d

dS d dd

dS d d

x x

x x

x x

é ù é ùê ú ê ú
ê ú ê ú= =ê ú ê ú
ê ú ê ú

ê ú ê úë û ë û

S  (A.2.80) 

次に，二次微分形式 

 i
if dS dk = = ⋅f S  (A.2.81) 

に対して，三次微分形式dk は次式で定義される． 

 1 2 3 ( )ii
i i

f
d df dS d d d dVk x x x

x
¶

=  =   = ⋅
¶

f

  (A.2.82) 

ただし， 

 1 2 3dV d d dx x x=    (A.2.83) 

端的に書けば， 

 

(grad )

rot

( )

f df f d

d d d

d d dV

f f
k k

ìï  = ⋅ïïï = ⋅  = ⋅íïï = ⋅  = ⋅ïïî

f f S

f S f

x
x  (A.2.84) 

 

A.2.3.5 境界線に沿った積分と Green の定理 

次に，二次元 Euclid 平面における Green の定理について

紹介しておこう．一般に，図 A.7 のように ( , )x y 平面の

a x b< < の範囲に閉領域G があり，その境界線を反時計回

りに一周する曲線を G¶ とする．このとき， G¶ は ( )y xf=
と ( )y xj= にはさまれているとする．つまり， 

 {( , ) | ( ) ( ), }G x y x y x a x bf j= < < < <  (A.2.85) 

 
図 A.7 Green の定理 

このとき， 

 

( )

( )

( , ) ( , )

( , ( )) ( , ( ))

( , ( )) ( , ( ))

b x

G a x

b

a
b b

a a

f x y f x y
dxdy dxdy

y y

dxf x x f x x

f x x dx f x x dx

j

f

j f

j f

é ù¶ ¶ê ú= ê ú¶ ¶ë û
é ù= -ë û

= -

ò ò ò

ò
ò ò

 (A.2.86) 

となる．一方， 

 
( , ) ( , ( )) ( , ( ))

( , ( )) ( , ( ))

b a

G a b
b b

a a

f x y dx f x x dx f x x dx

f x x dx f x x dx

f j

f j
¶

= +

= -

ò ò ò
ò ò


 (A.2.87) 

となる．この式を式(A.2.86)と比較すると， 

 
( , )

( , )
G G

f x y
dxdy f x y dx

y ¶

¶
= -

¶ò ò  (A.2.88) 

が成り立つことがわかる．同様に，任意の関数 ( , )g x y に対し， 

 
( , )

( , )
G G

g x y
dxdy g x y dy

x ¶

¶
= +

¶ò ò  (A.2.89) 

となることもわかる．以上より，任意の関数 ( , )f x y と ( , )g x y
に対して，次式が成り立つ．これが Green の定理である． 

 
G G

g f
dxdy fdx gdy

x y ¶

æ ö¶ ¶ ÷ç ÷ = +ç - ÷ç ÷ç¶ ¶è øò ò  (A.2.90) 

A.2.3.6 Gauss の定理の導出 

Green の定理の三次元版が Gauss の定理である． 
いま，三次元空間内のある閉領域V が次式で表されると

する（図 A.8）． 

 {( , , ) | ( , ) ( , ),( , ) }V x y z x y z x y x y Gf y= < < Î  (A.2.91) 

 
図 A.8 Gauss の定理 

このとき， 

 
( , , )

[ ( , , ( , )) ( , , ( , ))]
V

G

h x y z
dxdydz

z
h x y x y h x y x y dxdyy f

¶
¶

= -

ò
ò

 (A.2.92) 

となるが，図 A.8 のように，V の境界の上側（ ( , )z x yy= ）

を 1E ，下側（ ( , )z x yf= ）を 2E とすれば， 

 1

2

( , , ( , )) ( , , )

( , , ( , )) ( , , )
G E

G E

h x y x y dxdy h x y z dx dy

h x y x y dxdy h x y z dx dy

y

f

ìï = ïïíï = - ïïî

ò ò
ò ò

 (A.2.93) 

となるので， 

 

1 2

( , , )

( , , ) ( , , )
V

E E

h x y z
dxdydz

z
h x y z dx dy h x y z dx dy

¶
¶

=  + 

ò
ò ò

 (A.2.94) 

つまり，次式を得る． 

 
( , , )

( , , )
V E

h x y z
dxdydz h x y z dx dy

z

¶
= 

¶ò ò  (A.2.95) 

同様に，次式も成り立つ．これらが Gauss の定理である． 

 

( , , )
( , , )

( , , )
( , , )

V E

V E

g x y z
dxdydz g x y z dz dx

y
f x y z

dxdydz f x y z dy dz
x

ìï ¶ï = ïï ¶ïíï ¶ï = ïï ¶ïî

ò ò

ò ò
 (A.2.96) 

ここで，式(A.2.49)を用いると， 

 

1

2

3

( , , )
( , , )

( , , )
( , , )

( , , )
( , , )

V E

V E

V E

f x y z
dxdydz f x y z dS

x
g x y z

dxdydz g x y z dS
y

h x y z
dxdydz h x y z dS

z

ìï ¶ï = ⋅ïï ¶ïïï ¶ï = ⋅íï ¶ïïï ¶ï = ⋅ïï ¶ïî

ò ò

ò ò

ò ò

i n

i n

i n

 (A.2.97) 
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これはA.2.3.2節で示したGaussの定理(A.2.26)と一致する． 
なお，式(A.2.95)と(A.2.96)において， 

 2 3 ,i

f dy dz

g dz dxf g h d

h dx dy

é ù é ù
ê ú ê ú
ê ú ê úº + + = ºê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê úë û ë û

f i i i S





 (A.2.98) 

とすれば， 

 
V E

dV d⋅ = ⋅ò òf f S  (A.2.99) 

となり，また，式(A.2.97)は 

 
V E

dV dS⋅ = ⋅ò òf f n  (A.2.100) 

となって，式(A.2.27)と一致する． 

A.2.3.7 Stokes の定理 

Stokes の定理は，いわば，三次元曲面に対する Green の定

理である．いま，曲面E の境界線をG とし，E 上に埋め込

み座標系 ( , )u v を設置する．そして，E を ( , )u v 平面に写像し

たときの領域をD ，境界線をC とすれば（図 A.9）， 

 
( , , )

( ( , ), ( , ), ( , ))
C

f x y z dx

x xf x u v y u v z u v du dv
u v

G
æ ö¶ ¶ ÷ç= ÷ç + ÷ç ÷è ø¶ ¶

ò

ò




 (A.2.101) 

 
図 A.9 曲面の境界線 

ここで，Green の定理(A.2.90)を用いると， 
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 (A.2.102) 

ここで，右辺の被積分関数は， 

( , ) ( , )

( , ) (

f x f x

u v v u
xf x f y f z

vx u y u z u
xf x f y f z

ux v y v z v
f fy x y x z x z x
y zu v v u u v v u

f x y f z x

y u v z

¶ ¶ ¶ ¶
-

¶ ¶ ¶ ¶
æ ö ¶¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ÷ç ÷= ç + + ÷ç ÷ç ¶¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶è ø

æ ö ¶¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ÷ç ÷-ç + + ÷ç ÷ç ¶¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶è ø
æ ö æ ö¶ ¶¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶÷ ÷ç ç= ÷- ÷ç ç- -÷ ÷ç ç÷ ÷è ø è ø¶ ¶¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶

¶ ¶ ¶ ¶
= - +

¶ ¶ ¶ ¶ , )u v

 (A.2.103) 

となるので， 

 

( , , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )D

f x y z dx

f x y f z x
dudv

y u v z u v

G
é ù¶ ¶ ¶ ¶ê ú= - +ê ú¶ ¶ ¶ ¶ë û

ò

ò


 (A.2.104) 

となる．この式の右辺に式(A.2.42)を適用すると， 

 

( , , )

E

f x y z dx

f f
dx dy dz dx

y z

G
é ù¶ ¶ê ú= - +ê ú¶ ¶ë û

ò

ò


 

 (A.2.105) 

となる．同様に， 

 

( , , )

( , , )

E

E

g x y z dy

g g
dy dz dx dy

z x
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h h
dz dx dy dz
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 (A.2.106) 

これらをまとめると， 

 
E

h g f hdy dz dz dx
y z z x

g f
dx dy fdx gdy hdz
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 (A.2.107) 

を得る．これが Stokes の定理である．また，ベクトル f を

[ ]Tf g hºf と定義すれば，式(A.2.107)は 

 (rot )
E

d d
G

⋅ = ⋅ò òf S f x  (A.2.108) 

と書ける．さらに，境界線G に沿った弧長を s ，単位接線ベ

クトルを t とすれば， 

 d ds=x t  (A.2.109) 

である．これと，式(A.2.53)を用いると，式(A.2.108)は次の

ように書き直すことができる． 

 (rot )
E

dS ds
G

⋅ = ⋅ò òf n f t  (A.2.110) 

これが外微分を使わずベクトル形式で表現した Stokes の定

理である． 

A.2.3.8 一般化された Stokes の定理と他の定理 

一般化された Stokes の定理 

 
C C
dw w

¶
=ò ò  (A.2.29) 

において， 

 , ,d C V C Ew = ⋅ = ¶ =f S  (A.2.111) 

とすれば，式(A.2.84)より 

 ( )d dVw = ⋅ f  (A.2.112) 

であるから，一般化された Stokes の定理は次のようになっ

て，式(A.2.99)と一致する．これが Gauss の定理である． 

 
V E

dV d⋅ = ⋅ò òf f S  (A.2.113) 

次に， 

 , ,d C E Cw G= ⋅ = ¶ =f x  (A.2.114) 

とおけば，式(A.2.84)より 
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 (rot )d dw = ⋅f S  (A.2.115) 

となるので，一般化された Stokes の定理は 

 (rot )
E

d d
G

⋅ = ⋅ò òf S f x  (A.2.116) 

となって，式(A.2.108)と一致する．これが Stokes の定理で

ある． 

A.3 離散微分 
 

Lagrange 方程式の導出では，エネルギを一般化座標で偏

微分する作業を行なうが，EMM では離散微分の概念を導入

する．なお，離散微分は偏差分（partial difference）とも呼

ばれる．そこでこの節では離散微分について簡単に解説する． 
EMM で考える過渡応答問題では，変数の時刻 nt での値は

全て既知であるとし，FEM により時刻 1nt + での変数の値を

求めるものとする．本書では，時刻 での値にはアンダーバ

ーを付け，時刻 nt から 1nt + までの値の増分量についてはD
を付け，時刻 nt での値と 1nt + での値の平均値にはオーバー

バーを付けることとする．あるスカラー変数A がベクトル

1 2( , , , )T n
nz z z= Îz   の関数であるとき，一般に 

 AD D= ⋅a z  (A.3.1) 

と書ける．と書ける．ただし， 1 2( , , , )na a a=a  は横ベクト

ルであり，次の関係を満たす． 

 
0

lim i
t i

A
a

zD 

¶
=

¶
 (A.3.2) 

そこで，この ia を離散微分（discrete diffenretiation）と呼び，

次のように表す． 

 
 

,i
i

A A
a

z

¶ ¶
= =

¶ ¶
a

z
 (A.3.3) 

つまり， 

 
A

AD D
¶

=
¶

z
z

 (A.3.4) 

となる．例えば， 2 3
1 1 2 2( ) 2A z z z z= + +z であれば， 

 
 

2 2
1 2 1 2 2 2 2

1 2

2 2 , 2
A A

z z z z z z z
z z

¶ ¶
= + = + + +

¶ ¶
 (A.3.5) 

である． 
同様に，ベクトル変数 ( ) k= ÎA A z  についても， 

 


D D
¶

=
¶
A

A z
z

 (A.3.6) 

と書く．一般に，変数ベクトルq のスカラー関数 ( )V q の離

散微分は次のように書ける． 

 


2

T T
V

V V
V V

D

D
D

é ùæ ö¶ ÷çê ú÷- -ç ÷ê úçæ ö ÷çæ ö ¶è ø÷¶ ¶ç ê ú÷ç ë û÷ç ÷ç= +÷ç ÷÷ ç ÷ç ÷ç÷¶ ¶÷ç è øè ø

q
q

q
q q q

 (A.3.7) 

ただし，実際には上述のように手計算で具体的に求めること

になるだろう．なぜなら，このままでは，右辺第 2 項におい

てDq が 0 のときの取り扱いが面倒でるし，Newton 法の定

式化において，この項の一階偏導関数の導出には煩雑な計算

を必要とするからである． 

E.78 離散微分 
次のベクトル関数 ( )=w w z の離散微分を求めなさい． 

 ( )= = +
z

w w z z z
z

 

 

nt
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Appendix B 工業力学補遺 
 
 

この付録には，一般的な工業力学の教科書にはあまり載っていないようなことで，ち

ょっとした豆知識を補足する． 
 
 

B.1 Chasle’s Theorem 
 
あるベクトルa が与えられたとき，任意のベクトル z はa

に平行な成分と，垂直な成分に分解することができる．実際， 

 
2 2

,a
⋅ ´

º º
z a z a

b
a a

 (B.1.1) 

と定義すれば， 

 a= + ´z a a b  (B.1.2) 

となり，右辺第一項はa に平行な成分，第二項はa に垂直に

なっている．この恒等式を剛体の運動に適用したのが

Chasle’s Theorem（チャスルの定理）である． 
一般に，剛体内のある一点 G（通常は質量中心とする場合

が多い）の位置ベクトルを Gx ，剛体に取り付けた物体座標

系の基底マトリクスをR ，物体座標系で点 G からみた剛体

内の任意の点 P の位置ベクトルを x ，これを絶対座標系で

見た時のベクトルをr とすれば，絶対座標系での点 P の位

置ベクトルx は次のように書ける． 

 G G= + = + ⋅x x r x R x  (B.1.3) 

したがって，速度ベクトルは 

 
ˆ

( ) ( )
G G

G G

= + = +
= + ⋅ ´ ⋅ = + ´

x x R x R

x R R x r

x wx
w x W

  
 

 (B.1.4) 

となる．ここで， Gx に式(B.1.2)，(B.1.1)を適用すると， 
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   (B.1.5) 

と書ける．これを式(B.1.4)に代入すると， 

 ( )G a= + ´ = + ´ +x x r r uW W W   (B.1.6) 

これを図示すると，図 B.1(b)のようになる． 

 
 (a) (b) 

図 B.1 Chasle’s Theorem 

この図において，次式で定義される Hx を位置ベクトルとす

る点 H を定義する． 

 
2

1
H G G G= - = + ´x x u x xW

W
  (B.1.7) 

このとき， 

 HP = +r u


 (B.1.8) 

であるから，ベクトルw を 

 HPºw


 (B.1.9) 

と定義すれば，式(B.1.6)より， 

 a= + ´x wW W  (B.1.10) 

となる．ここで，a やW は点 P の位置に依存せず，w は点

H からみた点 P の位置ベクトルであることから，この式は

次のことを意味することがわかる． 

剛体内の運動は，その瞬間瞬間において，ある一つのベ

クトル（具体的には角速度ベクトルW ）方向の並進運

動と，そのベクトルに平行なある軸（具体的には Hx で

表される点 H を通ってに平行な軸 AH）まわりの回転運

動との和で表される． 

ということである．しかも，その並進運動の速度・回転運動

の角速度・回転軸は，その瞬間瞬間で一意（ユニーク）に決

まる．つまり，式(B.1.7)からわかる通り，点 H の位置は点

G の位置に依存するが，実は，点 G を剛体内のどこにとっ

ても，直線 AH は変わらない．つまり，点 H は，W に平行

なある軸上にある（証明は容易である）．この定理は Chasle’s 
Theoremと呼ばれ，産業機械のリンク機構の運動解析など，

機構学において基本となる定理である．今日はここまでで留

めておくが，この定理は剛体の運動を見る上でも重要なこと

を示唆するものである． 

E.79 Chasle’s Theorem におけるスピン軸の位置 
直線 AH の位置は点 G の取り方に依存しないことを証

明しなさい． 

B.1.1.1 瞬間回転中心 

瞬間回転中心という概念は，工業力学のみならず，機構学

や自動車工学など様々な分野で使われるが，それは Chasle’s 
Theorem で説明できる． 

瞬間回転中心とは，ある瞬間に，物体がある点を中心に回

転しているような運動をする際の“ある点”を指す．その点

を K とし，KG º k


，回転の角速度をa とすれば， 

 ( )G + ´ = ´ +x r a r kW  (B.1.11) 

が成り立つ必要があり，これより， 

 ( ) G- ´ = ´ -a r a k xW   (B.1.12) 

を得る．この式の右辺は点 P の位置に依存しない量である

ので，左辺も依存しない．ここで，r は依存するベクトルで

あるから，結局， 

 =a W  (B.1.13) 

を得る．したがって，式(B.1.12)より， 

 G´ - =k x 0W   (B.1.14) 

となり，この式が成り立つためには， 
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 G^ xW   (B.1.15) 

でなければならないことがわかる．この時，式(B.1.5)より， 

 0a =  (B.1.16) 

であることがわかり，したがって， 

 = ´x wW  (B.1.17) 

となり，剛体は点 H を中心に回転することがわかり，点 H
が瞬間回転中心であることがわかる．また，剛体がある瞬間

に点 H を中心に回転するのは式(B.1.15)が成り立つ，すなわ

ち，回転軸方向と並進速度方向とが垂直であるときのみであ

ることがわかる．しかも，ここまでの議論では，点 G の位

置は特に定義していないので，式(B.1.15)が成り立つために

は，剛体内のどの点の並進速度もW に垂直，すなわち，並

進速度ベクトルはW に垂直な平面上になければならないこ

とがわかる．つまり，瞬間回転中心が存在するためには，物

体の運動がその瞬間，平面的でなければならない．その平面

が常に同じ面である必要はなく，時々刻々変化しても構わな

い．とにかく，ある瞬間にある平面内を運動すればよい． 
例えば，図 B.2 のような車輪（横滑りや横倒れを起こさな

いものとする）の運動を考えると，角速度ベクトルは 

 3 1dw w= +n nW  (B.1.18) 

であるから，速度ベクトル 2G v=x n と直交する．したがっ

て，瞬間回転中心を K とすれば， 
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 (B.1.19) 

 
図 B.2 Rolling disk 

ここで，もし，車輪が滑らずに転がるとすると， 

 v rw=  (B.1.20) 

であるから， 
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 (B.1.21) 

となる．さらに，もし， 0dw = ，すなわち，車輪が完全にあ

る固定された平面内をまっすぐ転がるだけであれば，

1KG r= n


となるので，車輪と地面の接点 H が瞬間回転中心

になるが， 0dw > ならば，車輪の少し裏側で地面より少し

上のところに瞬間回転中心があることがわかる． 
さて，瞬間回転中心の概念を導入すると，例えば，図 B.3

のように，平面内を滑らずに転がる円盤の任意の点 P の速

度方向は，PH に垂直で，PH a= とすれば，速さは pv aw=
となることがわかる． 

 
図 B.3 平面内を滑らずに転がる円盤 

 

B.2 角速度のベクトル性 
 
物体が，ある軸 A（単位方向ベクトルを An とする）まわ

りにある角速度 Aw で回転しつつ，同時に，別のある軸 B（単

位方向ベクトルを Bn とする）まわりに角速度 Aw で回転す

るとき，この物体の角速度ベクトルは 

 A A B Bw w= +n nW  (B.2.1) 

となることはよく知られている．しかし，この式の意味は，

物体が，単位方向ベクトルが 

 A A B B

A A B B

w w

w w

+
º

+

n n
n

n n
 (B.2.2) 

で表される軸まわりに角速度 

 A A B Bw w w= +n n  (B.2.3) 

で回転することを意味している．本当に，n まわりに角速度

w で回転するのだろうか？ 
これを基礎的な数学の知識のみで証明することはすこし

面倒ではあるが，以下のようにして証明できる． 
ある時刻における物体の正規直交基底マトリクスをR と

し，それが微小な時間 tD の間に，A軸に対しては A A tq w D=
だけ回転し，B 軸に対しては B B tq w D= だけ回転することに

なる．その結果， tD の後，正規直交基底マトリクスがR に

なったとする．このとき，R は「はじめに A 軸まわりに Aq
だけ回転し，その後で B 軸まわりに Bq だけ回転」した結果

に得られる，と近似することもできるし，「はじめに B 軸ま

わりに Bq だけ回転し，その後で A 軸まわりに Aq だけ回転」

した結果と近似することもできるだろう．と言うか，本当は，

A 軸と B 軸で同時に回転しているのであるが，順番に回転

したと仮定して，A 軸が先であっても B 軸が先であっても

結果が変わらず，全く一致するのであれば，その結果が正し

いR を与えるものであると結論づけることができる（念の

ため言っておくと， tD が微小でなければ，結果は一致しな

い）． 
そこで，A 軸－B 軸の順に回転した場合と，B 軸－A 軸の

順に回転した場合とで角速度ベクトルがどうなるかを計算

してみる． 

① 先に A 軸まわりに回転し，その後に B 軸まわりの回転す

る場合 
この場合には，まず，A 軸まわりに Aq だけ回転すると，

R は次式で与えられる AR に変化する． 

 2ˆ ˆsin (1 cos )A A A A Aq qé ù= + + -ê úë ûR I n n R  (B.2.4) 

次に，B 軸まわりに Bq だけ回転すると，次式で与えられ

る ABR に変化することになる． 
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 (B.2.5) 

よって，基底マトリクスの時間変化率は 
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となる．ここで， 0tD  の極限をとると，左辺は 
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となる．そして，式(B.2.6)の右辺は 
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であるから， 
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 (B.2.9) 

となる．つまり， 

 ˆ ˆA A B Bw wé ù= +ë ûR n n R  (B.2.10) 

となるのである！角速度ベクトルの定義から，この式は
ˆ=R RW となるはずなので， 

 ˆ ˆ ˆA A B Bw w= +n nW  (B.2.11) 

となる．よって， 

 A A B Bw w= +n nW  (B.2.12) 

となって，確かに式(B.2.1)が成り立つ． 

② 先に B 軸まわりに回転し，その後に A 軸まわりの回転す

る場合 
この場合は，先に A 軸まわりに回転した場合の結果で

A と B を逆にすればいいだけである．つまり，式(B.2.12)
で A と B を逆にすればいいわけであるが，その結果は 

 B B A Aw w= +n nW  (B.2.13) 

となって，式(B.2.12)と一致する．つまり，回転の順番に関

わらず，角速度は同じものになるわけである！ 

以上より，角速度ベクトルは 

 A A B Bw w= +n nW  (B.2.14) 

B.3 擬速度による剛体運動方程式 
 
この節では，擬速度を用いて剛体の運動方程式を表す． 

B.3.1.1 物体座標系の速度と角速度で表す場合 

正規直交基底マトリクスR で表される物体座標系で見た

剛体内の点 G の速度をv とすれば， 

 G =x Rv  (B.3.1) 

このとき，系の LagrangianL が物体座標系で見た角速度ベ

クトルwとv との関数で書けるとすると，物体座標系で見

た外力ベクトルを exf ，点 G まわりの力のモーメントベクト

ルを ex
Gm とすれば，運動方程式は次式で与えられる． 

 exd L L

dt

æ ö æ ö¶ ¶÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç+ ´ =÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç¶ ¶è ø è ø
f

v v
w  (B.3.2) 

 ex
G

d L L L

dt

æ ö æ ö æ ö¶ ¶ ¶÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç+ ´ + ´ =÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç ç¶ ¶ ¶è ø è ø è ø
v m

v
w

w w
 (B.3.3) 

これは以下のように証明できる．まず，式(B.3.1)より， 

 ( )G dd d d d= + = +x R v R v R R vq  (B.3.4) 

と書けるので， 

 T T
G Gd dd d d= - = + ´v R x v R x vq q   (B.3.5) 

また， 
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 (B.3.6) 

であるが，これに式(B.3.5)と，式(1.7.76)，すなわち， 

 d dd = + ´w q w q  (B.3.7) 

を代入すると， 
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 (B.3.8) 

となる．ここで，Hamilton の原理は 
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と書けるので，これに式(B.3.8)を代入すると， 
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となる．よって，運動方程式は 
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となり，式(B.3.12)は(B.3.3)と一致する．したがって，あと

は，式(B.3.11)が(B.3.2)と同値であることを示せばよい． 
式(B.3.11)は 
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 (B.3.13) 

となるので， 
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T exd LL
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R F 0

vv
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ここで， 

 ex ex=F Rf  (B.3.15) 

であるから，これを式(B.3.14)に代入すると， 
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æ öæ ö ¶¶ ÷ç÷ç ÷ç´ ÷ + - =ç ÷÷ çç ÷ ÷÷çè ø ¶è ø¶
f 0

vv
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となって，確かに式(B.3.2)と一致することがわかる． 
例えば，物体にジャイロと加速度計を取り付けた場合， 

 G =x Ra  (B.3.17) 

として，a を加速度計で計測でき，wをジャイロで計測でき

る．そして，式(B.3.17)と(B.3.1)より， 

 ( )= + = ´ +Ra Rv Rv R v vw    (B.3.18) 

であるから，次式が成り立つ． 

 =- ´ +v v aw  (B.3.19) 

よって，運動方程式(B.3.2)，(B.3.3)と，式(B.3.19)ならびに

計測したwとを合わせて，Kalman Filter 等のフィルタを組

むことで，計測データから物体の運動を推定ができる． 

B.3.1.2 擬速度による運動方程式 

一般に，一般化座標をq とすれば，擬速度 は 

 1 2( ) nwith é ù= = ê úë û
v K q q K k k k   (B.3.20) 

と書ける．もし，LagrangianL がq とv とで表されたとした

ら，Lagrange 方程式は次式のように書ける． 
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ただし， exF はq に対応した一般化外力ベクトルであり， 
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である．このことは次のようにして証明することができる．

すなわち， 
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であり， 
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であり， 
v
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であるから， 
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ただし， 
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であり，この式で， 
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である．つまり，式(B.3.22)より， 

 =W Y  (B.3.29) 

であることがわかり，式(B.3.26)より， 
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となる．したがって，Hamilton の原理 
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より， 
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を得る．つまり，式(B.3.21)が成り立つ． 
 

B.3.1.3 角速度を用いた運動方程式 

擬速度を用いた運動方程式(B.3.21)において，擬速度v と

して，物体座標系で見た角速度ベクトルwを用いると（つま

り，Lagrangian がwとq の関数で与えられたとすると）， 

 i
iq= =Kq kw    (B.3.33) 

と書けるが，角速度の性質により， 

 ˆ=R Rw  (B.3.34) 

であるから， 
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すなわち，次式が成り立つ． 
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したがって， 
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よって，式(B.3.22)より， 
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となる．これに，式(B.3.36)を代入すると， 
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となる．したがって， 

 ˆi i i= ´ = -k ky w w  (B.3.40) 

となり， 
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となる．したがって，運動方程式は， 
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となる．例えば，剛体の回転運動のみを考える場合には， 
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であるから， 
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であり，したがって，運動方程式(B.3.42)は次のようになる． 

 ˆT T ex+ =K J K J Fw w w  (B.3.45) 

ここで，一般化外力 exF については， 

 ex ex
Gdd ⋅ = ⋅q F mq  (B.3.46) 
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であり， 

 d d= K qq  (B.3.47) 

であるから， 

 ( ) ( )ex ex T ex
G Gd d d⋅ = ⋅ = ⋅q F K q m q K m  (B.3.48) 

となる．したがって， 

 ex T ex
G=F K m  (B.3.49) 

であることがわかる．したがって，運動方程式(B.3.45)は， 

 ˆT T T ex
G+ =K J K J K mw w w  (B.3.50) 

つまり， 

 ˆ ex
G+ =J J mw w w  (B.3.51) 

となって，Euler 方程式を得る． 
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Appendix C 解析力学序論 
 
 

ここでは，振り子など簡単な例を用いて，解析力学の考え方の基礎を確認する． 
 
 

C.1 内力という考え方 
 
内力とは，「物体の内部の状態を変化させるために物体に

作用させるべき力」のことである．例えば，図 C.1 のように

軸剛性がEA ，長さがL の棒があり，これをu だけ伸ばすの

に必要な内力（軸力）は 

 
EA

F u
L

=  (C.1.1) 

であることは言うまでもないが，問題は，その向きである．

ここでは，上記の定義にしたがって，軸力は棒を伸ばす向き

を正として考える． 

 
図 C.1 棒を伸ばすための内力 

これに対して，例えば図 C.2 のようなトラスの力の釣り合

いの問題では，軸力を棒の内側に向かう方向にとる． 

 
図 C.2 トラスの釣り合い 

これはどういうことかというと，この図は棒に作用する力

ではなく，点 C に作用する力を描いているのである．つま

り，正確には図 C.3 のように部材をばらばらにして，各部材

に作用する力を描けば，棒に作用する力は棒を伸ばす方向

が正となるのだが，点 C に作用する力はその逆方向になる．

これは作用・反作用の法則から明らかであろう． 

 
図 C.3 各パーツに作用する力 

この例のように，どんな問題であっても，「どの部材に作用

する力か？」ということを考えることが大切であり，それが

できればおのずと問題は解けるようになる． 

C.2 一般化座標と一般化速度 
 
「運動を解く」とは，  
1. 任意の時間における物体内の任意の点の位置を変数

で表す． 

2. その変数を未知数として運動方程式を定式化する． 
3. その運動方程式を解いて，変数を時間の関数として求

める． 
4.  以上により，物体内の任意の点の位置を時間の関

数として求める．  
という一連の作業を指す．位置を数式で表す手段として，デ

カルト座標系や円筒座標系，極座標系といったように，「座

標系」というものを定義し，その座標系で測った「座標」そ

のものを 1 つの変数として定義し，これを未知数として運

動方程式を立てて解くことがよく行なわれる． 
しかし，ある座標系で表した点の座標そのものを未知数

とするのではなく，他の変数を未知数として運動方程式を

立てた方がわかりやすい場合もある．例として振り子の運

動を考えてみよう． 

 
図 C.4 振り子の運動 

図 C.4 のように，一端を点O で固定され，他端を質量m の

質点を有する振り子の運動に対し，図のように Decartes 座
標系O x y- - を設定する．このとき，質点の x 座標とy 座

標を未知数とした運動方程式は次のように書ける． 

 ,c c
x ymx F my F mg= = -   (C.2.1) 

ただし， c
xF および c

yF はそれぞれひもの張力の x 方向およ

りy 方向成分であり，振り子の張力をT として，次のように

定義できる． 

 
2 2 2 2

,c c
x y

x y
F T F T

x y x y
= - = -

+ +
 (C.2.2) 

さて， x とy は独立ではなく，振り子の長さを として，

次の関係を満たさなければならない． 

 2 2 2x y+ =   (C.2.3) 

また，運動方程式(C.2.1)を解く際，張力T も未知数である．

結局，未知数は ( , , )x y T の 3つで，解くべき方程式も式(C.2.1)
と(C.2.3)の計 3 つとなる．しかも，式(C.2.1)が微分方程式，

(C.2.3)が代数方程式となっている．この程度なら問題ない

が，一般に，微分方程式と代数方程式が混在する方程式（微

分代数方程式）は解を得ることが容易ではない． 
これに対し，振り子の傾き qを未知数とした場合，点O ま

わりの回転の運動方程式は， 

 2 sinm mgq q= -   (C.2.4) 

となる．この運動方程式では未知数は qのみであり，これを
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解くことで qを時間の関数として求めることができる．そし

て， qが求まったら，質点の座標は 

 sin , cosx yq q= = -   (C.2.5) 

から求めることができる． 
このように，運動を解く場合，座標を未知数とするよりも，

別の量（この場合であれば q）を未知数とした方が，式が簡

単になることがよくある． 
この例からわかることは，運動を記述する場合，何も座標

そのものを未知数としなければならないということはなく，

運動を記述できるものであれば何を用いても構わない，と

いうことである．そこで，運動を記述し，運動方程式におけ

る未知数として扱う変数は一般化座標（ generalized 
coordinate）と呼ばれる．また，一般化座標の時間微分は一

般化速度（generalized velocity）と呼ばれる． 
一般化座標の考え方をこの振り子の問題に当てはめてみ

ると，一般化座標として x と y を用いた場合の運動方程式

は(C.2.1)で，一般化座標として q を用いた場合の運動方程

式は(C.2.4)ということになる． 

C.3 拘束条件と拘束力 
 
前節の振り子の問題において， x と y に関する運動方程

式(C.2.1)に付随して現れた式(C.2.3)は質点の運動にどのよ

うな役割を果たしているだろうか？ 
この答は簡単で，「式(C.2.3)は，質点が常に点O から長さ

のところで運動しなければならない，という条件式」であ

る． 
一般に，運動方程式は一般化座標の二階の微分方程式で

書かれるので，拘束条件は一般化座標と一般化速度とで記

述される．その中で，この例のように，拘束条件が一般化座

標のみで記述される場合，その条件はホロノミックな拘束

条件（holonomic constraint）と呼ばれる．以下ではホロノミ

ックな拘束条件のみを取り扱い，単に拘束条件と記す． 
では，式(C.2.1)に現れた c

xF や c
yF はこの系の運動にどの

ような役割を果たしているものなのであろうか？ 
この疑問に答えるには，「 c

xF や c
yF がなかったらどうなる

か？」を考えればよい．実際， c
xF や c

yF がなかったとすると，

それは要するにひもがない，ということを意味し，その場合，

「質点は重力のみの作用によって自由落下（あるいは放物

運動）する」ことになる．つまり，「 c
xF や c

yF は，質点が解

き放たれて飛んでいってしまわず，常に原点 から長さ のと

ころで運動するよう，運動を拘束する力である」と言える．

別の言い方をすれば，「 c
xF や c

yF は，拘束条件(C.2.3)を満た

すよう，運動を拘束する力である」と言える．このように，

物体の運動を，ある拘束条件で拘束するために必要となる

力のことを拘束力（constraint force）と呼ぶ．拘束力として

は，例えば二つの物体がジョイントで連結されている場合

にジョイントで各物体に作用する力が挙げられる．この場

合，ジョイントで作用する力は，両物体が離れないように運

動を拘束する力となっているわけである． 

C.4 仮想変位 
 
式(C.2.3)のような拘束条件があると，質点は図 C.5 の dx

と書かれた黒い矢印の方向にしか移動できない．では，この

矢印方向のベクトルは拘束条件(C.2.3)とはどのような関係

にあるだろうか？ 

 
図 C.5 仮想変位 

いま，関数 ( , )f x y を 

 2 2 2( , )f x y x yº + -   (C.4.1) 

と定義すると，拘束条件は 0f = となる．したがって， f の

変分を考えると，次式が成り立つはずである． 

 0
f f

f x y
x y

d d d
¶ ¶

= + =
¶ ¶

 (C.4.2) 

この xd や yd は，物理的には，質点の座標の微小な変化量を

意味することは明らかだろう．つまり，図 C.5 の dx は 

 
x

y

d
d

d

é ù
ê ú= ê ú
ê úë û

x  (C.4.3) 

ということになる．そして，ベクトル を 

 
/

/

f x

f y

é ù¶ ¶ê ú= ê ú¶ ¶ê úë û
a  (C.4.4) 

と定義すれば， 

 0d⋅ =a x  (C.4.5) 

となり，a と dx は直交することがわかる．幾何学的には，

dx は拘束条件を満たす曲線 2 2 2x y+ =  の接線ベクトル，

a は法線ベクトルである． 
拘束条件の変分を考えた場合に，拘束条件を満たす微小

な変位（この例では dx ）を仮想変位（virtual displacement）
と呼ぶ．仮想変位は，名前の通り，あくまでも仮想的な変位

であって，「もし現時点からほんの少し変位するとしたら，

この方向に変位するはず」ということを表すベクトルであ

る． 
ここで重要なのは，仮想的な変位は何でもよいのではな

く，式(C.4.5)のように拘束条件を満たすものでなければな

らない，という点である．ではなぜ仮想変位なるものを考え

るかといえば，この仮想変位こそが，次節以降に述べる仮想

仕事の原理やダランベールの原理，Lagrange の方程式の定

義・導出に重要な役割を果たすからである． 

C.5 仮想仕事の原理 
 
一般に，仕事とは，物体に作用する力ベクトルのそれぞれ

について定義されるもので，物体がある変位ベクトルを生

じた際，その変位ベクトルと力ベクトルとの内積を，その力

が成した仕事と呼ぶ．では，その変位が本当の変位ではなく，

仮想変位の場合はというと，その場合の仕事は仮想仕事

（virtual work）と呼ばれる．つまり，仮想仕事とは，その名

の通り，「仮想変位を生じさせるときに成す仕事」と定義さ

れる．この仮想仕事については，非常に重要な原理がある．

すなわち， 

O

y

x

q
dx

a
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拘束力による仮想仕事は 0 である（拘束力は仕事をしな

い） 

これを仮想仕事の原理（Princple of virtual work）と呼ぶ．

「仮想仕事の原理とは，要するに仮想変位による内力の仕

事と外力の仕事の和が 0 になるってことだ」と理解してい

る者も多いと思うし，確かにその通りなのであるが，内力の

仕事と外力の仕事が等しくなるなるのは，拘束力による仕

事が 0 になるから，というのが本質的に重要なことなので

ある．つまり，内力ベクトルを f ，外力ベクトルを exF ，拘

束力ベクトルを cF とすれば，力の釣り合い式は 

 ex c+ + =F F f 0  (C.5.1) 

となり，内部仮想仕事 inWd と外部仮想仕事 exWd は 

 ,in ex exW Wd d d d= ⋅ = ⋅f x F x  (C.5.2) 

となる．仮想仕事の原理は，「仮想仕事の原理とは，要する

に仮想変位による内力の仕事と外力の仕事の和が 0 になる

ってことだ」とすると， 

 0ex inW Wd d+ =  (C.5.3) 

つまり， 

 0ex d d⋅ + ⋅ =F x f x  (C.5.4) 

すなわち， 

 ( ) 0ex d+ ⋅ =F f x  (C.5.5) 

となる．したがって，釣り合い式より，仮想仕事の原理は， 

 0c d- ⋅ =F x  (C.5.6) 

すなわち，拘束力による仮想仕事が 0 となるのである． 
仮想仕事の原理を証明するためには，多様体の理論や

Lagrange の未定乗数法をはじめ，数学や解析力学に関する

いくつかの知識を必要とするため，ここでは省略するが，こ

の原理こそが解析力学を理解する上で も基本的かつ重要

な原理となる． 
ここで，仮想仕事の原理を振り子の例題に当てはめると，

まず，仮想変位 dx は拘束条件(C.4.5)を満たす．ここで，式

(C.4.1)および(C.4.4)より， 

 
2

2

x

y

é ù
ê ú= ê ú
ê úë û

a  (C.5.7) 

である．したがって，式(C.4.5)より，仮想変位は 

 2 2 0x x y yd d+ =  (C.5.8) 

を満たす．次に，拘束力による仮想仕事を cWd と書くと， 

 c c c
x yW F x F yd d d= +  (C.5.9) 

となるが，拘束力の定義式(C.2.2)より，これは 

 
2 2 2 2

c x y
W T x T y

x y x y
d d d= - -

+ +
 (C.5.10) 

と書ける．この式の右辺は，式(C.5.8)より 0 となる．よっ

て，確かに拘束力による仮想仕事は 0となることがわかる． 

C.6 d'Alembert の原理 
 
ダランベールの原理（d’Alembert’s principle）というと，

要するに運動方程式で慣性項を移項し，その項を“慣性力”

という力と見立てて， 
 

（物体に作用する力）+（慣性力）=0 

 
という形にしたものである，と教わったことと思う．確かに

その通りで，“慣性力”というみかけの力の概念を導入する

ことで，動力学問題を静力学問題と同等に扱うことができ，

運動を理解することがより容易になる，という利点がダラ

ンベールの原理にはある．実際，人間は円運動をするときに

いわゆる遠心力を感じるし，運動している物体から見れば，

慣性力という概念は非常に理解しやすい．では，d’Alembert
の原理とは，単に慣性項を移項するだけのものなのであろ

うか？ 
簡単のため，質点系について考えてみると（剛体の場合で

も本質的には質点系の場合と何ら変わらない），その運動方

程式は次のように書ける． 

 ( 1,2,..., )i ex c
i i im i N= + =x F F  (C.6.1) 

ここで， i は質点番号，N は質点総数， im は質量， ex
iF は

質点に作用する外力， c
iF は拘束力である．このとき，仮想

仕事の原理は次のように書くことができる． 

 
1

0
N

c i
i

i

d
=

- ⋅ =åF x  (C.6.2) 

この仮想仕事の原理において，運動方程式(C.6.1)を用いて

拘束力を消去すると， 

 ( )
1

0
N

ex i i
i i

i

m d
=

- ⋅ =å F x x  (C.6.3) 

と書くことができる．これこそがダランベールの原理なの

である！つまり，ダランベールの原理とは，仮想仕事の原理

において，拘束力の部分を外力と慣性力との和に置き換え

たものである．そして，それをより物理的にわかりやすい表

現で書くとすれば， 
 
（外力による仮想仕事）＋（慣性力による仮想仕事）＝0 

 
となる．振り子の例題でいえば，運動方程式において慣性項

を移項した 

 0 , 0c c
x yF mx F mg my- = - - =   (C.6.4) 

を d’Alembert の原理と呼ぶこともあるかと思うが，本来は， 

 ( ) ( ) 0mg y mx x my yd d d- ⋅ + - + - =   (C.6.5) 

あるいは 

 ( ) ( ) 0mx x mg my yd d- + - - =   (C.6.6) 

を d’Alembert の原理と呼ぶ方が正しいし，また，こちらの

方が扱いやすい．なぜなら，拘束条件が与えられれば仮想変

位を定義することができ，式(C.6.5)は一般化座標 ( , )x y とそ

の加速度 ( , )x y  とで書くことができるが，式(C.6.4)は拘束力

( , )c c
x yF F という未知の量を含んでいるからである． 
では，実際に，式(C.6.5)を計算してみよう．仮想仕事の原

理を使うには， xd や yd が拘束条件を満たしていなければ

ならない．そこで，x とy を，拘束条件を満たすように与え

てみる．つまり，図 C.5 より， 

 sin , cosx yq q= =-   (C.6.7) 

とする．このとき， 

 cos , sinx yd dq q d dq q= =   (C.6.8) 

となる（当然のことであるが，この式は，仮想変位に関する

拘束条件(C.5.8)を満たす）．あとは，これらを式(C.6.5)にに

代入すればよいが，式(C.6.5)には加速度項があるので，式

(C.6.7)を用いて加速度を計算すると， 

 2 2( cos sin ) , ( sin cos )x yq q q q q q q q= - = +       (C.6.9) 
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そこで，式(C.6.8)と(C.6.9)を(C.6.5)に代入すると， 

 
2

2

( cos sin ) cos

( sin cos ) sin 0

m

mg m

q q q q dq q

q q q q dq q

- -
é ù+ - - + =ê úë û

  
  

 (C.6.10) 

すなわち， 

 2 sin 0m mgq q dqé ù- - =ê úë û
   (C.6.11) 

となる．ここで， dq は任意の微小な値をとれるので， 

 2 sin 0m mgq q- - =   (C.6.12) 

を得る．これは，運動方程式(C.2.4)と一致する．このように，

仮想仕事の原理から運動方程式を導くことができる．ここ

で，力のモーメントについては一切考えていないのに，導か

れた式(C.6.12)は力のモーメントを考えた場合の式と一致

していることに注目すべきであろう．剛体の回転の運動方

程式（Euler 方程式）も，はじめは微小部分の並進運動の運

動方程式があって，それにいくつかの操作をすることで導

かれた．結局のところ，並進運動の運動方程式，あるいは，

並進運動による仮想仕事というものが基本にあって，それ

が結果的に「力のモーメントの釣り合い」というものになっ

ていただけのことである．「力のモーメント」という特別な

ものがはじめからあったわけではなく，式展開の結果，そう

いうものがたまたま出てきただけなのである． 

C.7 一般化力 
 
仮想変位 dx により力F が成す仮想仕事は Wd d= ⋅F x で

表されるが，一般に，仕事（仮想仕事を含む）は座標系（一

般化座標）に依存しないことが知られている（数学で言うと

ころの“1 形式の不変性”）．そこで，この仮想仕事を，一

般化座標を用いて記述することを考えてみよう． 
一般化座標を iq （ただし， 1 ~i n= ．n は一般化座標の

数）とおくと， ( )iq=x x であり，仮想変位は 

 
1

n
i

i
i

q
q

d d
=

¶
=

¶
å

x
x  (C.7.1) 

と書けるので，仮想仕事は 

 
1

n
i

i
i

W q
q

d d d
=

æ ö¶ ÷ç ÷ç= ⋅ = ⋅ ÷ç ÷÷ç ¶è ø
å

x
F x F  (C.7.2) 

と書ける．そこで， 

 i iq

¶
º ⋅

¶
x

F  (C.7.3) 

と定義すると，仮想仕事は次のように書ける． 

 
1

n
i

i
i

W qd d
=

= å  (C.7.4) 

つまり，仮想仕事は一般化座標の仮想変位 iqd と，それに対

応した i なるものの積で表される．座標の場合の仮想変位

dx に対応したのが力F であったことを考えると，この i

は iqd に対応した力とみなすことができる．そこで，この i

を，一般化座標 iq にに対応した一般化外力（generalized 
force ）と呼ぶ．特に，例えば力が外力であれば一般化外力

といった呼び方をする．“力”と表現されていても，例えば

が何らかの角度を表すものであれば，一般化力は力のモ

ーメントとなる． 
では，実際に振り子の例題について，重力mg に関する一

般化外力を求めてみよう．一般化座標として x と y を用い

れば，x に対する一般化外力は 0，y にたいする一般化外力

は mg- となることは言うまでもない．これに対し，振り子

の角度 qを一般化座標に選んだ場合， 
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 (C.7.5) 

であるから，一般化外力は 
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  (C.7.6) 

となる．これは，重力による原点 まわりの力のモーメント

となっている． 

C.8 Lagrange の方程式 
 
一般に，外力 exF は保存外力 conF と非保存外力 nconF と

に分けることができる．保存外力は，ポテンシャルエネルギ

( )U x を用いて，次のように書ける． 

 
T

con Uæ ö¶ ÷ç= - ÷ç ÷ç ÷è ø¶
F

x
 (C.8.1) 

と書くことができる（と言うよりは，この式を満たすような

関数 ( )U x が存在するような力を保存力と呼び，存在しない

ような力を非保存力と呼ぶ）．ここで， 
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である．したがって，外力は次のように書けることになる． 

 
T

ex nconUæ ö¶ ÷ç= - ÷ +ç ÷ç ÷è ø¶
F F

x
 (C.8.3) 

よって，1 つの質点に対する運動方程式は 

 
T

ncon cUm
æ ö¶ ÷ç= - ÷ +ç ÷ç ÷è ø¶

x F F
x

  (C.8.4) 

と書ける．よって，d’Alembert の原理より，次式を得る． 

 0
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ncon U m d
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F x x

x
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これを一般化座標で記述してみよう．まず，左辺第二項は， 
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となるので，式(C.8.6)と(C.7.1)を(C.8.5)に代入すると， 
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となる．ここで，式(C.7.3)を考え合わせると， 

 ncon ncon
i iq

¶
º ⋅

¶
x

F  (C.8.8) 

と定義された ncon
i が， iq に対応した一般化非保存外力に

相当し，式(C.8.7)は次のように書ける． 
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あとは，式(C.8.9)の慣性力に関する項を一般化座標のみで

iq
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記述できればよい．以下に示す通り，実は，それには運動エ

ネルギT を導入するとよい．T は 

 21

2
T m= x  (C.8.10) 

と書け， 
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 (C.8.11) 

となるが， 
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であるから（ ( )iq=x x であることに注意）， 
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となるので， 
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となる．したがって， 
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となる．ただし， 
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 (C.8.16) 

となることを用いた．よって，式(C.8.11)と(C.8.15)より， 
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 (C.8.17) 

となる．この式の右辺は仮想仕事の原理(C.8.9)の慣性力の

項と一致するので，結局，式(C.8.17)を用いれば，d’Alembert
の原理が一般化座標で書けたことになる．ただし，そのまま

よりも，もう少し式を見やすくするため，次のような関数L
を用いて，式(C.8.17)を書きなおしてみよう（この式で定義

されるL を Lagrangian（ラグランジアン）よ呼ぶ）． 

 ( , ) ( , ) ( )i i i i iL L q q T q q U q= º -   (C.8.18) 

このとき，式(C.8.17)と(C.8.10)より， 
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  (C.8.19) 

となる（U が iq に依存しないことがポイント）．ここで，

一般化座標 iq がお互いに独立であるとすると（例えば振り

子の場合，一般化座標として 1 2( , ) ( , )q q x y= を用いた場合に

は，お互いに独立でないが， 1q q= を用いた場合には独立に

なる）， iqd に関しては拘束条件がないので，式(C.8.19)で
iqd は任意の値を取ることができる．したがって，(C.8.19)

が成り立つためには， iqd の係数が 0 でなければならず， 

 ncon
ii i

d L L

dt q q

¶ ¶
- =

¶ ¶
  (C.8.20) 

を得る．これが Lagrange の方程式である． 
実際に振り子の例について，Lagrange の運動方程式を導

いてもみよう．まず，一般化座標は，拘束条件を満たす必要

があるので， qを用いることにする．このとき， 

 
sin

cos

q
q

q

é ù
ê ú= ê ú-ê úë û

x
 


 (C.8.21) 

であるから，運動エネルギは 

 2 2 21 1

2 2
T m m q= =x    (C.8.22) 

である．また，ポテンシャルエネルギは 

 cosU mg q= -   (C.8.23) 

であるから，Lagrangian は 

 2 21
cos

2
L m mgq q= +   (C.8.24) 

よって，次式が成り立つ． 

 2 , sin
L L

m mgq q
qq

¶ ¶
= = -

¶¶
   (C.8.25) 

また，この例題では一般化非保存力は存在しないので，式

(C.8.20)の右辺は 0．したがって，式(C.8.20)より， 

 2 ( sin ) 0m mgq q- - =   (C.8.26) 

となって，式(C.2.4)や(C.6.12)と一致する． 
ここでは Lagrangeの方程式を導くのに 1つの質点の運動

のみを考えたが，拘束力 cF を考慮した上で導いているので，

ここでの定式化は質点系にも当てはまる．また，剛体やは連

続体の場合も，運動方程式は微小部分を質点として考えた

場合の運動方程式から導かれるので，結局は質点の運動方

程式に帰着でき，ここでの定式化が当てはまる．ただし，剛

体であれば，互いの微小部分の距離が変化しないという拘

束条件がつき，連続体であれば，質点間に作用・反作用の関

係をもつ力，すなわち応力がはたらく，というだけである）．

Lagrange の方程式の大事な点は，次の 4 点である． 

1. 運動エネルギとポテンシャルエネルギと一般化非保

存外力を全て（漏れがあってはならない！）一般化座

標および一般化速度で表す必要がある． 
2. それらを全て表すことができれば，運動方程式を機械

的に求めることができる！その場合，例えば保存外力

や拘束力がどちらの方向にどれだけの大きさを持っ

ているか，などを考える必要がなくなる（Free Body 
Diagram を考えなくても済むことになる）． 

3. ただし，その場合，一般化座標はお互いに独立でなけ

ればならない．独立でない場合には，拘束条件を導入

しなければならず，運動方程式は(C.8.20)のようには

ならない（一部，修正しなければならない）． 
4. あまりにも機械的に運動方程式を求めることができ

るため，ややもすると，その物理的意味を理解しない

（できない）まま，答が出るという危険性がある． 

一般に，系自体は非常に複雑であっても，エネルギを一般化

座標で定式化することはそれほど難しくない場合が多く，

その場合，Lagrange の方程式は非常に有用なものとなる． 
なお，ここでは Lagrangian が時間 に陽に依存しない場合

について考えたが，何らかの拘束等によりラグランジアン

が時間に陽に依存してしまう，すなわち， ( , , )i iL L q q t=  と

書かれる場合であっても Lagrange の方程式は成り立つ． 
 
【例題】 

図 C.6 のような，バネと振り子につながれた台車の運動

を考えてみよう． 
まず，これを，Newton 力学で解いてみる．図のようにX

軸とY 軸を設定し，台車の変位をX ，振り子の回転角を q，
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台車および振り子の質量をそれぞれM およびm ，バネ定数

を k ，振り子のひもの長さを ，張力をT ，振り子のX 座

標を x ，Y 座標をy とすれば， 

 
sin

cos

x X

y

q
q

= +
=




 (C.8.27) 

そして，台車および振り子の運動方程式は 

 sinMX kX T q= - +  (C.8.28) 

 sinmx T q= -  (C.8.29) 

 cosmy mg T q= -  (C.8.30) 

 
(a) 系の構成 

 
(b) 変数の定義 

図 C.6 バネと振り子がつながれた台車 

これらの方程式において，未知数は ( , , )X Tq の 3 つである

（ xと yは式(C.8.27)を用いれば q， q， qの式で表現でき

る）．そこで，まず，拘束力T を消去し，一般化座標 ( , )X q
だけの方程式にしよう．式(C.8.28)+(C.8.29)より， 

 MX mx kX+ = -   (C.8.31) 

式(C.8.29) cosq´ -(C.8.30) sin q´ より， 

 ( cos sin ) sinm x y mgq q q- = -   (C.8.32) 

ここで，式(C.8.27)より， 

 cos , sinx X yq q q q= + = -      (C.8.33) 

 
2

2

( cos sin )

( sin cos )

x X

y

q q q q

q q q q

ìï = + -ïïíï = - +ïïî

   
  

 (C.8.34) 

となるので，これを式(C.8.31)と(C.8.32)に代入すると， 

 2( cos sin )MX m kXX q q q qé ù+ = -+ -ê úë û
     (C.8.35) 

 
{

}
2

2

[ ( cos sin )]cos

sin[ ( sin cos )]sin

m X

mg

q q q q q
qq q q q q

+ -
= --- +

  
 

 (C.8.36) 

整理すると， ( , )X q に関する運動方程式が得られる． 

 
2( ) cos sin 0

cos sin 0

m M X m m kX

mX m mg

q q q q
q q q

+ + - + =

+ + =

   
 

 (C.8.37) 

次に，これを Lagrange 力学で解いてみる．この系はバネ

と台車と振り子のおもりから成るが，まずはこれらの運動

エネルギとポテンシャルエネルギを求めよう．バネに関し

ては，バネによるポテンシャルエネルギだけであり， 

 21

2
springU kX=  (C.8.38) 

台車については，運動エネルギだけであり， 

 21

2
carT MX=   (C.8.39) 

後に，振り子に関しては，運動エネルギ penT と重力によ

るポテンシャルエネルギ penU がある．式(C.8.33)より，これ

らは次式のように求められる． 

 

2 2

2 2

2 2 2

1

2
1

( cos ) ( sin )
2
1

2 cos
2

cos

pen

pen

T m x y

m X

m X X

U mgy mg

q q q q

q q q

q

é ù= +ê úë û

é ù= + + -ê úë û

é ù= + +ê úë û
= - = -

 

   

    



 (C.8.40) 

したがって，系全体のラグランジアンは 

 2 2 2

2

( )

1 1
( ) cos

2 2
1

cos
2

car pen spring penL T T U U

m M X m X m

kX mg

q q q

q

= + - +

= + + +

- +

    



 (C.8.41) 

となる．ここで，Lagrange 方程式は 

 0 , 0
d L L d L L

dt X dtX qq

æ ö æ ö¶ ¶ ¶ ¶÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç- = - =÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç¶ ¶¶ ¶è ø è ø   (C.8.42) 

であるから，式(C.8.41)より， 

2

( ) cos 0

cos sin sin 0

d
m M X m kX

dt
d

m X m m X mg
dt

q q

q q q q q

é ù+ + + =ê úë û

é ù+ + + =ê úë û

 

      
 (C.8.43) 

すなわち， 

 
2

2

( ) cos sin 0

cos sin 0

m M X m m kX

m X m mg

q q q q

q q q

+ + - + =

+ + =

   
   

 (C.8.44) 

となる．この式は，式(C.8.37)と一致する．しかしながら，

求め方としては，ここでの方法の方がシステマティックな

ものになっていることはよくわかるだろう． 

E.80 二重振子の Lagrange 方程式 
図 C.7 の二重振子の Lagrange 方程式を示しなさい． 

 
図 C.7 二重振子 

E.81 回転フープ上の質点の Lagrange 方程式 
図 C.8 のように，一定の角速度 oW で回転する半径 r の

フープに摩擦のない溝が掘ってあり，そこに質量m の質

点がある．重力は 3x- 方向に作用している．一般化座標を

図のf と qとしたときの Lagrange 方程式を示しなさい．  
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図 C.8 回転フープ上の質点 

C.9 Hamilton の原理 
 
系に非保存外力が作用しない場合について考えてみよう．

この場合，d’Alembert の原理(C.8.19)は 

 
1

0
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i
i i

i

d L L
q

dt q q
d

=

é ù¶ ¶ê ú- + =ê ú¶ ¶ë û
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 (C.9.1) 

となる．いま，系が時刻 1t t= から 2t t= まで運動するとし

て，式(C.9.1)を 1t t= から 2t t= まで積分してみると， 
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 (C.9.2) 

となる．ここで，仮想変位 iqd は拘束条件を満たすものであ

ったが，これに加えて，積分の両端，すなわち，時刻 1t t=
および 2t t= で 0iqd = のものだけを考えると， 

 
2

1

0
t

t
Ldtd =ò  (C.9.3) 

を得る．つまり， 

 
2

1

0
t

t
Ldtd =ò  (C.9.4) 

となる．この式は，次式で定義される作用積分が停留するこ

とを意味している． 

 
2

1

t

t
LdtF º ò  (C.9.5) 

これを Hamilton（ハミルトン）の原理（Hamilton の最少作

用の原理）と呼ぶ．この Hamilton の原理を理解する上で重

要なことは次の 4 点だろう．  
1. Hamilton の原理は d’Alembert の原理から導かれる． 
2. Hamilton の原理の導出を逆に遡ることを考えると，

Hamilton の原理から Lagrange の方程式を導くことが

できる，とも言える． 
3. Hamilton の原理は，非保存外力が存在しない場合にの

み成り立つ． 
4. 拘束条件が存在する場合，Hamilton の原理はそのまま

では成り立たない（ある修正を必要とする）．  
さて，解析力学においては，一般化座標で表される 次元

空間のうち，拘束条件を満たす空間を配位空間と呼び，配意

空間内で，一般化座標で表される点を配位と呼ぶ．このとき，

系が運動すると，配位は配位空間内を移動し，それをつなげ

てゆくと，何らかの曲線を描くことになる．つまり，質点が

三次元空間内を運動したときの経路と同じように，力学系

の運動は配位空間内でのある経路で表されることになる．

この考え方で Hamilton の原理を言い換えると， 

時刻 1t t= および 2t t= での配位 1 1( )i iQ q t= および

2 2( )i iQ q t= が与えられているとき， 1t t=  で 1
iQ ， 2t t=

で 2
iQ を通る任意の経路のうち，系が現実に辿る経路は

作用積分F の停留曲線で与えられる． 

となる．これは，例えば材料力学における歪エネルギ停留の

原理や一般的な静力学におけるポテンシャルエネルギ停留

の原理に対応した動力学の原理とみることができよう．実

際，動力学問題を停留値問題に置き換えることで，停留値問

題について開発された様々な数値計算手法や近似解析手法

を適用することが可能となる． 
なお，作用積分は，Hamilton の原理だけでなく， 適化

問題など様々な分野で用いられる．そして，あるパラメータ

s の 関 数 1 2( ) [ ]Tns z z z= =z z  お よ び そ の 微 分

/d ds¢ =z z の関数 ( , , )i if z z s¢ が与えられたときに，その積分 
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s

i is
f z z s ds¢ò  

が条件 1 1( ) ( )s sd d= =z z 0 のもとで停留するための条件は， 

 
2

1

( , , ) 0
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i is
f z z s dsd ¢ =ò  (C.9.6) 

すなわち，次式を得る． 
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 (C.9.7) 

したがって， 

 0
i i

d f f

ds z z

æ ö¶ ¶÷ç ÷ç - =÷ç ÷÷¢ç¶ ¶è ø
 (C.9.8) 

が導かれる．これはまさに，Lagrange の方程式と同じ形を

している．そして，このような停留問題（あるいは， 小化

問題や 大化問題）における式(C.9.8)は Euler-Lagrange（オ

イラーラグランジュ）方程式と呼ばれる． 

C.10 一般化速度と一般化運動量 
 
質点の直線運動の Lagrangianは座標 x と速度 x を用いて 

 21
( )

2
L mx U x= -  (C.10.1) 

と書けるが，これを x で偏微分すると， 

 
L

mx
x

¶
=

¶



 (C.10.2) 

となって，運動量を得る．これと同様に，系の Lagrangian
が一般化座標 iq と一般化速度 iq とで記述される場合，次式

で定義される量を一般化座標 iq に対応した一般化運動量

（generalized momentum）と呼ぶ． 

1x

2x

3x

r

1x¢ 2x¢
f q
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 i i

L
p

q

¶
º

¶ 
 (C.10.3) 

この一般化運動量を用いると，Lagrange 方程式は次のよう

に書き換えることができる． 

 i ncon
ii

dp L

dt q

¶
= +

¶
  (C.10.4) 

振り子を例にとると，振り子の角度 qを一般化座標とした場

合，Lagrangian は式(C.8.24)であるから，一般化運動量 は 

 2p m q=   (C.10.5) 

となって，原点まわりの角運動量であることがわかる． 

C.11 Lagrange 方程式の一階化 
 

LagrangianL が時間 t に陽に依存しない場合，すなわち，

( , )i iL L q q=  と書ける場合， 
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 (C.11.1) 

となるので，Lagrange 方程式(C.8.20)は 
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と書き直すことができる．ここで， 
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 (C.11.3) 

なる ijA を i 行 j 列成分とするマトリクス [ ]ijA が正則ならば， 

 
2 2

1
2

[ ]
i k

ij ncon
jj j k

d q L L dq
A

dtdt q q q
-

æ ö¶ ¶ ÷ç ÷ç= - - + ÷ç ÷÷ç¶ ¶ ¶è ø
  (C.11.4) 

を得る．そこで，二階n 元連立常微分方程式である Lagrange
方程式を，一般化速度 iq を iq とは独立な変数と見立てて， 
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 (C.11.5) 

という一階 2n 元連立常微分方程式に直して解く方法も用

いられる．この方法には，解の幾何学的構造をを位相平面で

考えやすくなるなどの利点がある．しかし，自由度が増える

ことや， ijA の計算を必要とするなど問題もある． 

C.12 Hamilton の正準方程式 
 

C.10 節の例では一般化運動量 ip は iq の関数であったが，

L が iq と iq との関数であるので， ip も一般には iq と iq との

関数となるはずである．したがって，次のように書ける． 

 ( , )i i
i i

L
p q q

q
f

¶
= =

¶



 (C.12.1) 

ここで，次のような関数 ( , )i i
LH q q を考えてみよう． 
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H q q q p L
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º -å   (C.12.2) 

実は，この LH は iq と ip の関数であることが証明できる．つ

まり，ある関数 ( , )i
iH q p が存在し，次のように書ける． 

 ( , ) ( , ( , ))i i i i i
LH q q H q q qf=   (C.12.3) 

このH は Hamiltonian（ハミルトニアン）と呼ばれる． 
さて，式(C.12.2)より， 
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を得るので，これを iq で偏微分すると，次式を得る． 
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 (C.12.5) 

この式の左辺は if そのものであるので， i 行 j 列成分が 
2

i j

L

q q

¶
¶ ¶ 

 

で表される行列，すなわち，C.11 節の [ ]ijA が正則であれば

（特殊な場合を除き正則であるし，実は，これが正則である

ことが Lagrange方程式の初期値問題の解の一意性の条件と

なっている），次式が成り立つことがわかる． 

 j

j

H
q

f
¶

=
¶

  (C.12.6) 

そこで，式(C.12.4)を iq で偏微分すると， 

 
2

j jj
i i i i

jq const const

j
i i j

jconst

i
const

L H H
q

q q q q

H L H
q

q q q

H

q

f

f

f

f f
f

f

= =

=

=

¶ ¶¶ ¶ ¶
= - -

¶¶ ¶ ¶ ¶
æ ö¶ ¶ ¶ ÷ç ÷ç= - + - ÷ç ÷ç ÷¶¶ ¶ ¶ è ø

¶
= -

¶








 (C.12.7) 

となることがわかる．これを式(C.10.4) 

 i ncon
ii

dp L

dt q

¶
= +

¶
  (C.10.4) 

に代入して整理し，式(C.12.6)と合わせると， 

 

i

i

i ncon
ii

dq H

dt p
dp H

dt q

¶
=

¶
¶

= - +
¶



 (C.12.8) 

を得る．つまり， iq に関する二階n 元連立常微分方程式で

あった Lagrange 方程式が ( , )i
iq p に関する一階 2n 元連立常

微分方程式に転換されたわけである．この式は非常にシン

プルであるし，式(C.11.5)の場合と比べても非常に扱いやす

い形になっている．式(C.12.8)を HamiltonianH の正準方程

式（canonical equation）と呼び， iq を正準座標， ip を正準

運動量， ( , )i
iq p の両者をまとめて正準変数と呼ぶ． 

正準方程式を振り子の問題に適用してみると， q q= ，

q q=  として，式(C.8.24)で求めた通り， 

 2 2 2 21 1
cos cos

2 2
L m mg m q mg qq q= + = +      (C.12.9) 

 2L
p m q

q

¶
= =

¶



 (C.12.10) 

であるから，Hamiltonian は次のようになる． 
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æ ö÷ç ÷ç= -÷ç ÷÷çè ø
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 (C.12.11) 

となる．よって，式(C.12.8)より，正準方程式は 

 
2

, sin
dq p dp

mg q
dt dtm

= =- 


 (C.12.12) 

正準方程式は理論物理学でよく用いられている．機械力

学の場合，拘束条件や制御入力に一般化速度 iq が直接関係

している場合が多いため，正準方程式はそれほどよく使わ

れているわけではなく，Lagrange 方程式をそのまま用いる

か，式(C.11.4)を用いる場合が多いようである． 
 
【例題】 

C.8 節で取り上げた，台車の例題を考え見よう． 
一般化座標を ( , )X q とした場合の Lagrangian は 

 

2 2 2

2

1 1
( ) cos

2 2
1

cos
2

L m M X m X m

kX mg

q q q

q
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 (C.12.13) 

であるので，一般化運動量は 

 
2

( ) cos

cos

X
L

p m M X m
X
L

p m X mq

q q

q q
q

¶
= = + +

¶
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¶

 
  

 (C.12.14) 

これらを ( , )X q  について解くと， 
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 (C.12.15) 

 
(a) 系の構成 

 
(b) 変数の定義 

図 C.6 バネと振り子がつながれた台車 

よって，Hamiltonian は 
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 (C.12.16) 

となる．したがって，Hamilton 方程式 

 , X

X

dX H dp H

dt p dt X

¶ ¶
= = -

¶ ¶
 (C.12.17) 

 ,
d H dp H

dt p dt
q

q

q
q

¶ ¶
= = -

¶ ¶
 (C.12.18) 

は次のようになる． 
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   (C.12.19) 
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 (C.12.20) 

式(C.12.19)の /dX dt と式(C.12.20)の /d dtq は式(C.12.15)
と一致している．Hamilton 方程式(C.12.19)，(C.12.20)は
Lagrange 方程式(C.8.37) 

 
2( ) cos sin 0

cos sin 0

m M X m m kX

mX m mg

q q q q
q q q

+ + - + =

+ + =

   
 

 (C.8.37) 

に比べるとかなり複雑で，うんざりしてしまいそうな式で

はあるが，一般に，Lagrange 方程式に比べて，Hamilton 方

程式は数値計算の精度がいい場合が多いので，問題によっ

ては，Hamilton 方程式を導いてしまうのも手である． 
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E.82 二重振子の Hamilton 方程式 
図 C.7 の二重振子の Hamilton 方程式を導きなさい． 

 
図 C.7 二重振子（再掲） 

E.83 回転フープ上の質点の Hamilton 方程式 
図 C.8の回転フープ上の質点の Hamilton方程式を導き

なさい．  

 
図 C.8 回転フープ上の質点（再掲） 

 

C.13 Hamiltonian の性質 
 

Hamiltonian には以下のような性質がある．まず， 

 ( )L ii i i i i
i i i i

dH d dp L L
p q L q p q q q

dt dt dt q q

¶ ¶
= - = + - -

¶ ¶
    



  (C.13.1) 

となるが， ip の定義式(C.10.3)および Lagrange 方程式

(C.10.4)より，これは 

 
L ncon i i i i

i i ii i

ncon i
i

dH L L
q p q q p q

dt q q
q

æ ö¶ ¶÷ç ÷ç= + + - -÷ç ÷÷ç¶ ¶è ø
=

   







 (C.13.2) 

となる．つまり，Hamiltonian の時間変化率は非保存外力に

よる仕事率に等しく，非保存外力 ncon
i が作用しない系では

Hamiltonian は保存される． 
また，多くの場合，運動エネルギは一般化速度に関する二

次形式 

 
1

( )
2

k i j
ijT m q q q=    (C.13.3) 

で表されるが，この場合には 

( ) ( )

1

2
1

2

i i i
L i i i

i i j i j
ij ij

i j
ij

L T
H q p L q T U q T U

q q

q m q q m q q U

m q q U T U

¶ ¶
= - = - - = - -

¶ ¶

= - +

= + = +

  
 

    

 

  (C.13.4) 

となることが容易に証明できる．すなわち，Hamiltonian は

力学的エネルギと一致する．逆に言えば，式(C.13.3)の形に

なっていない系（例えば強制的にエネルギを供給して運動

を持続させているような系）では Hamiltonian は力学的エ

ネルギと一致せず，力学的エネルギは保存されない． 

C.14 Legendre 変換 
 

C.12 節では Lagrangian L から Hamiltonian H を，式

(C.12.1)と(C.12.2) 

 ( , )i i
i i

L
p q q

q
f

¶
= =

¶



 (C.12.1) 

 ( , )i i i
L iH q q q p Lº -   (C.12.2) 

をもとにして求めた． 
一般に，変数x のスカラー関数 ( )f x に対し， 

 
T

fæ ö¶ ÷ç= ÷ç ÷ç ÷è ø¶
y

x
 (C.14.1) 

と定義される変数y を用いて，x を 

 ( )=x yy  (C.14.2) 

と表せるとき， ( , ( ))fx x から 

 ( ) ( ) ( ( ))g fº ⋅ -y y y yy y  (C.14.3) 

で定義される ( , ( ))gy y への変換をLegendre（ルジャンドル）

変換と呼ぶ．( , )iq L から ( , )ip H への変換は，まさに Legendre
変換である． 

Legendre 変換をもう少し一般化して書くと，変数x のス

カラー関数 ( )f x があったとすると， f の全微分は 

 
T

fdf d
æ ö¶ ÷ç= ÷ ⋅ç ÷ç ÷è ø¶

x
x

 (C.14.4) 

と書ける．式(C.14.1)で定義されるy を用いれば， 

 df d= ⋅y x  (C.14.5) 

この式は，「 f という関数はx の関数であって，x が微小に

変化すると，それに伴って，f も変化する．その係数がy で

ある」ことを意味している．関数 g を Legendre 変換 

 g fº ⋅ -y x  (C.14.6) 

によって定義すると， 

 

dg d d df

f
d d df

df d df

= ⋅ + ⋅ -
¶

= ⋅ + ⋅ -
¶

= + ⋅ -

y x x y

x x y
x

x y

 (C.14.7) 

すなわち， 

 dg d= ⋅x y  (C.14.8) 

となる．したがって， 

 

T
gæ ö¶ ÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç¶è ø

x
y

 (C.14.9) 

となっているはずである．つまり，「 g という関数があって，

y が微小に変化すると，それに伴って，式(C.14.8)にしたが

って g も変化する」ことを意味している．このようにして，

( , ( ))fx x という関係から ( , ( ))gy y という関係を導くのが

Legendre 変換である． 
Legendre 変換の例として，熱力学の関係式をみてみよう．

エンタルピH（Hamiltonian とは異なるので注意）の微小変

化はエントロピS ，圧力P ，温度T と体積V を用いて， 

 dH TdS VdP= +  (C.14.10) 

1q

2q
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と書ける．この式は，「エンタルピH はエントロピS と圧

力P の関数と考えることができる」ことを意味している．

この場合，式(C.14.5)において， 

 , ,
S T

f H
P V

é ù é ù
ê ú ê ú= = =ê ú ê ú
ê ú ê úë û ë û

x y  (C.14.11) 

と考えることができて，Legendre 変換(C.14.6)は 

 
T S

g f H ST PV H
V P

é ù é ù
ê ú ê ú= ⋅ - = ⋅ - = + -ê ú ê ú
ê ú ê úë û ë û

y x  (C.14.12) 

となる．ここで，Gibs（ギブス）の自由エネルギG は 

 G H ST= -  (C.14.13) 

と定義され，Helmholz（ヘルムホルツ）の自由エネルギF
が 

 F G PV= -  (C.14.14) 

と定義されることを考えれば，この g は 

 g ST PV H ST G F= + - = - = -  (C.14.15) 

つまり，Helmholz の自由エネルギF の符号を変えたもので

あることがわかる．つまり，エンタルピH を Legendre 変換

することで Helmholz の自由エネルギF が出てきたわけで

ある． 
これと同様に，内部エネルギ に関する関係式 

 dU TdS PdV= -  (C.14.16) 

を Legendre 変換すると， 

 
T S

g U ST PV U
P V

é ù é ù
ê ú ê ú= ⋅ - = - -ê ú ê ú-ê ú ê úë û ë û

 (C.14.17) 

となるが， 

 ,H U PV G H ST= + = -  (C.14.18) 

であることを考えると， 

 g ST PV U ST H G= - - = - = -  (C.14.19) 

つまり， g は Gibs の自由エネルギの符号を変えたものであ

ることがわかる．つまり，内部エネルギU を Legendre 変換

すると Gibs の自由エネルギ が出てくるわけである． 
「だから何なんだ」と言われてしまうと返答に困ってし

まうのであるが，Legendre 変換をすることで支配方程式が

解きやすい式になる場合もあるだろうし，拘束条件を元々

の変数で記述するよりも Legendre変換された変数で記述し

た方が簡潔になるというような場合もあるだろうし，「まあ，

こんな世界もあるんだな」くらいに思ってもらえれば幸い

である． 
 

U
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Appendix D 数値計算補遺 
 
 

この付録では，数値計算におけるちょっとした考え方などを紹介する． 
 
 

D.1 常方程式の数値解法の安定性 
 
常方程式を数値的に解くとは，要するに，方程式を時間積

分することであり，そのスキームには様々なものがあり，そ

れぞれ，精度や数値安定性に特徴がある．構造動力学ではそ

の数値安定性をバネ-マス系の振動問題で評価することが多

い．そこで，この節では，いくつかの数値積分スキームにつ

いて，その数値安定性と精度を評価する． 

D.1.1 Runge-Kutta 法の安定性 

 

  (D.1.1) 
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Appendix E 梁理論補遺 
 
 

ここでは，連続体の要素レベルの数学モデルの例として，梁理論について解説する． 
 
 

E.1 梁理論の導出 
 
弾性体の平衡方程式は式(2.2.27) 

 ( )dvr⋅ + =T f 0  (2.2.27) 

である．ここで，梁理論では次の仮定を設ける． 
 

1) 変形後も断面は変形しない 
2) 変形前に軸線に平行だった断面の垂直応力成分は 0 

 
このとき，軸線方向の弧長を s ，断面内の埋め込み座標を 1Y ，

2Y とすれば（つまり，本来， 3Y と書くべきところを梁理論

の標記に倣って s と書く）， 

 1 2 3 1 2( , , ) ( , , )Y Y sx x x =  (E.1.1) 

となって，仮定 1)より 

 1 1 2 2 3, , ¢= = =g e g e g x  (E.1.2) 

となる（ダッシュは s での微分）．また，仮定 2)より，0 で

ない応力テンソル成分は 

 13 31 23 32 33( , , )T T T T T= =  (E.1.3) 

だけとなる．このとき， 

E.2 せん断修正係数 
 

Timoshenko 梁モデルは，梁の断面のせん断変形も考慮し

たモデルであり，一般によく用いられるが，このモデルでは，

せん断修正係数（Shear correction factor）を与える必要が

ある．Timoshenko 梁モデルでは，せん断剛性がG ，断面積

がA である梁のせん断歪 g とせん断力N との関係を 

 N kGAg=  (E.2.1) 

と置き，係数 k をせん断修正係数と呼んでいる．k は断面形

状に依存し，その算出方法については様々な手法が提案さ

れていて，それに応じて k の値も異なる．この節では，いく

つか提案されている k の算出方法について整理する． 

E.2.1 三次元弾性論によるせん断梁の解 

梁理論では，様々な近似を与えることで解を求めており，

0 次近似，1 次近似，2 次近似と近似のレベルを上げること

でより厳密な解に近づくことになる．この節では，せん断荷

重を受ける梁の断面内の応力分布の解を， も一般的（厳密）

な方法で求める．ただし，後述する通り，この解からせん断

修正係数 k を求める際にも複数の手法が提案されているの

が現状である． 
この節で示す方法は， Love[22] や Timoshenko and 

Goodier[23]に書かれている．両者の結果は一致しているが，

応力関数の与え方が異なり，矩形断面梁の解の場合には前

者が，円形断面の場合には後者がわかりやすい．ここでは前

者をベースに紹介する． 
一般に，三次元線形弾性論における平衡方程式は 
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 (E.2.2) 

ただし， ( , , )x y zf f f は体積力である．力学的境界条件は 

 , ,x x y y z zt t t= ⋅ = ⋅ = ⋅s n s n s n    (E.2.3) 

ただし，( , , )x y zt t t   は表面力， [ ]Tx y zn n n=n は表面の法線ベ

クトルで， 

 , ,
x yx zx

xy y zyx y z

xz yz z

s t t
t s t
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ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú= = =ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê úë û ë û ë û

s s s  (E.2.4) 

また，適合条件は 
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 (E.2.5) 

これらに加えて直交異方性の構成則 

 

,
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 (E.2.6) 

を与え，それらを満たすように解いてゆくことになる． 

 
図 E.1 梁の座標系 

図 E.1 のように，一端が固定で先端にせん断荷重P を受

ける梁の微小変形を考える．このとき， 

 0 , 0x y xy x y zf f fs s t= = = = = =  (E.2.7) 

O

x

y

z

x

y P
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であり，梁の側面の境界条件は次の通りである． 

 0x y zt t t= = =    (E.2.8) 

となる．そして，梁の長さを ，y 軸まわりの断面二次モー

メントを yyI として13， 

 
( )

z
yy

P z
x

I
s

-
= -


 (E.2.9) 

このとき，解くべき平衡方程式は次の 3 つとなる． 

 0 , 0yzxz

z z

tt ¶¶
= =

¶ ¶
 (E.2.10) 

 yzxz

yy

P
x

x y I

tt ¶¶
+ = -

¶ ¶
 (E.2.11) 

適合条件のうち，式(E.2.7)と(E.2.10)により自動的に満たさ

れるものを除くと，次の 2 つだけが残る． 

 

2

2

2

2

x yz xyzx

y xy yzzx

y z x x y z

z x y y z x

e g gg

e g gg

ì æ öï ¶ ¶ ¶ ¶¶ ÷ï ç ÷ï = ç- + + ÷ï ç ÷÷çï ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶è øïí æ öï ¶ ¶ ¶ ¶¶ ÷çï ÷= çï - + + ÷çï ÷÷ç¶ ¶ ¶ï ¶ ¶ ¶è øïî

 (E.2.12) 

実際に計算すると， 

 

0

2

yz zx

yzzx

yy

x x y

P

y EIy x

g g

ngg

ì æ öï ¶ ¶ ¶ ÷ï ç ÷ï ç =- + ÷ï ç ÷÷çï¶ ¶ ¶è øïí æ öï ¶ ¶¶ ÷çï ÷ç = -ï - + ÷çï ÷÷ç¶ï ¶ ¶è øïî

 (E.2.13) 

したがって， ( )C z を積分定数として， 

 
2

( )yz zx

yy

P
C z y

x y EI

g g n¶ ¶
- = -

¶ ¶
 (E.2.14) 

ここで，次式が成り立つ． 

 
1

2

yz zx

z

v w u w
x y x yz y z x

v u

z zx y

g g

w

æ ö æ ö¶ ¶ ¶ ¶¶ ¶ ¶ ¶÷ç ÷ç÷- = - ÷ç + ç +÷ ÷ç ç ÷÷ç è ø¶ ¶ ¶ ¶¶ ¶è ø ¶ ¶
æ ö¶ ¶¶ ¶ ÷ç ÷= =ç - ÷ç ÷ç¶ ¶¶ ¶è ø

 (E.2.15) 

いま， x 軸はせん断中心を通る軸であると仮定すると，

0y = のとき， / 0z zw¶ ¶ = となるので，式(E.2.14)より， 

 ( ) 0C z =  (E.2.16) 

したがって， 

 
2yz zx

yy

P
y

x y EI

g g n¶ ¶
- = -

¶ ¶
 (E.2.17) 

となり，この式の解は次のような形となる． 

 2,yz zx
yy yy

P P P
y

EI y EI x EI

y y n
g g

¶ ¶
= = +

¶ ¶
 (E.2.18) 

これに，構成則(E.2.6)と 

 
2(1 )

E
G

n h
=

+
 (E.2.19) 

を代入すると（異方性や梁理論との対応を考えて， 1h = と

ならない場合も考慮することにする）， 

2,
2(1 ) 2(1 )

yz zx
yy yy

P P
y

I y I x

y yt t n
n h n h

é ù¶ ¶ê ú= = +ê ú+ ¶ + ¶ë û

  (E.2.20) 

 
13 先端でのせん断荷重の作用のさせ方をどう設定するかで境界条件が変わってきて，そ

これをさらに平衡方程式(E.2.10)，(E.2.11)に代入すると，結

局，解くべき式は，次の 3 つとなる． 

 
2 2

0 , 0
x z y z

y y¶ ¶
= =

¶ ¶ ¶ ¶
 (E.2.21) 

 
2 2

2 2
2(1 ) x

x y

y y
n h

¶ ¶
+ = - +

¶ ¶
 (E.2.22) 

また，境界条件(E.2.3)は，式(E.2.7)，(E.2.8)と， 0zn = よ

り，自動的に成り立つものを除くと，次の 1 つだけとなる． 

 0zx x yz yn nt t+ =  (E.2.23) 

これに式(E.2.20)に代入すると， 

 2 0x yn ny
yx

yy
n

é ù ¶¶ê ú + =+ê ú ¶¶ë û
 (E.2.24) 

あるいは，断面の法線方向座標を xとして， 

 2
xy n

y
n

x
¶

= -
¶

 (E.2.25) 

式(E.2.22)より， 

 
2 2

2 2
, , 2(1 )x x

x y

y y
a b a b n h

¶ ¶
= = + = - +

¶ ¶
 (E.2.26) 

となる特解を考えると，式(E.2.18) 

 3 21 1
( 2 2 )

6 2
x xy cx dy a a h nh= - + + + +  (E.2.27) 

となる．ここで，定数項は応力や歪に影響を与えないので，

0d = とし，また，特解については原点でせん断歪が 0とな

るものを考えると，式(E.2.18)より 0c = となるので，結局， 

 3 21 1
( 2 2 )

6 2
x xyy a a h nh= - + +  (E.2.28) 

ただし，a は任意の定数である．そこで，一般解を 

 3 21 1
( 2 2 )

6 2
x xyy a a h nh c= - + + -  (E.2.29) 

とおく．このとき，式(E.2.22)より，解くべき式は 

 
2 2

2
2 2

0
x y

c c
c

¶ ¶
+ =  =

¶ ¶
 (E.2.30) 

であり，式(E.2.24)より，境界条件は 

 

2 21 2 2 ( 1)

2 2

0( 2 2 )

x

y

nx y
x

nxy
y

c a h n h
a

c
a h nh

é ù¶ + + -ê ú- +ê ú¶ë û
é ù¶ê ú+ =+ + +ê ú¶ë û

 (E.2.31) 

あるいは， 

 

2 22 2 ( 1)

2
( 2 2 )

x

y

x y
n

xyn

a a h n hc
x

a h nh

é ù- + + -¶ ë û=
¶

- + +
 (E.2.32) 

そして，応力は，式(E.2.20)より， 

2 22 2 ( 1)
2(1 ) 2 2

( 2 2 )
2(1 )

xz

yy

yz
yy

P
x y

I x
P

xy
I y

t

c a a h n h
n h

ct a h nh
n h

ìï =ïïï é ùï ¶ + + -ï ê ú- - +ïï ê ú+í ¶ë ûïï é ùï ¶ï ê ú= - + + +ï ê úï + ¶ï ë ûïî

 (E.2.33) 

あとは，断面形状に応じて，f を求めればよい． 

の設定が難しいので，通常は梁理論に基づく垂直応力分布を仮定する． 
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なお，歪は，式(E.2.6)より， 

 

2 2

( ) ( )
, ,

0 , ,( 2 2 )

2 2 ( 1)

2 2

x y z
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xy yz
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P
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= = = -

é ù¶ê ú= = - + + +ê ú¶ë û
é ù¶ + + -ê ú= - - +ê ú¶ë û

 

 (E.2.34) 

となるので，変位は次式から求められる． 

 

2 2
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P
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c
a h nh

c a a h n h

¶ - ¶ -
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¶ ¶ ¶

é ù¶ ¶ ¶ê ú+ = - + + +ê ú¶ ¶ ¶ë û
¶ ¶
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¶ ¶

é ù¶ + + -ê ú- - +ê ú¶ë û

 



 (E.2.35) 

実際に求めると， 

 
2 2 3 23

( )
2 6yy

P x y z zu z
EI

n
é ù- -ê ú= - -ê úë û

  (E.2.36) 
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yy

P z
v xy

EI

n -
=


 (E.2.37) 

 

2

2 3

( 2 )

2

2 (2 1)

2 6

yy
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P z z
w x

EI
P

xy x
EI

a h h n a n
c

-
=

é ù+ + - +ê ú- + -ê úë û



 (E.2.38) 

また，解は 

 , 0zx yzA A
dA P dAt t= =ò ò  (E.2.39) 

を満たすはずであるから，式(E.2.33)より， 

 

4(1 )

2
2 (2 1)
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yyA
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dA I
x

I
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c a n h

a h h n

c
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 (E.2.40) 

E.84 積分計算 
式(E.2.40)が成り立つことを確認しなさい． 

E.2.1.1 円断面 

断面が半径a の円の場合，境界条件(E.2.32)は 

 

2 2

2 2

2 2

2

2

cos
cos

2
sin2 2 ( 1)

cos
2

( 2 2 ) cos sin

2 3 (3 1)
cos 3

4
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a h h n

q

h h n
q

=

¶ =
¶

é ù+ + -ë û-

- + +

+ + -
=

+ -
-

 (E.2.41) 

となる．解くべき式(E.2.30)は 

 
2

2 2

1 1
0

r rr r

c c c
q

¶ ¶ ¶
+ + =

¶ ¶¶
 (E.2.42) 

となり，これと境界条件(E.2.41)を満たすものは cosmr mq
の形の調和関数であるので，解は 

 

3

2

3 2

2

2 3 (3 1)
cos3

12
3 (2 1)

cos
4

2 3 (3 1)
( 3 )

12
3 (2 1)

4
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a r

x xy

a x

a h h n
c q

h h n
q

a h h n

h h n

+ + -
=

+ -
-

+ + -
= -

+ -
-

 (E.2.43) 

したがって，応力は，式(E.2.33)より， 

2 2 2
3 (3 1) ( 3)

8(1 ) 3 (3 1)

( 1)

4(1 )

xz
yy

yz
yy

P
a x y

I

P
xy

I

h h n h h n
t

n h h h n
h h n

t
n h

ì é ùï é ù+ - + -ï ë û ê úï = - -ï ê úï + + -ï ë ûí é ùï + +ï ë ûï = -ïï +ïî
  (E.2.44) 

となる．当然のことではあるが，積分定数 a は計算の過程

で消去され，応力分布式には現れない． 

E.2.1.2 矩形断面 

厚さ方向（ x 軸方向）の長さが 2a ，幅方向（ y 方向）の

長さが 2b である矩形断面の場合，境界条件(E.2.31)は 

 

2 21 2 2 ( 1)
:

2 2

: ( 2 2 )

x a a y
x

y b bx
y

c a h n h
a

c
a h nh

ìï ¶ + + -ï =  = -ïï ¶ïí ¶ïï =  = + +ïï ¶ïî


 (E.2.45) 

そこで， y b=  での境界条件を満たす特解として， 

 1 ( 2 2 )xy
y

c
a h nh

¶
= - + +

¶
 (E.2.46) 

と式(E.2.30)を満たすものを考える．まず，式(E.2.46)より， 

 2
1

2 2
( )

2
xy f x

a h nh
c

+ +
=- +  (E.2.47) 

これを式(E.2.30)に代入すると， 

 ( 2 2 ) ( ) 0x f xa h nh ¢¢- + + + =  (E.2.48) 

したがって，c を積分定数として， 

 32 2
( )

6
f x x cx

a h nh+ +
= +  (E.2.49) 

となり，  

 3 2
1

2 2
( 3 )

6
x xy cx

a h nh
c

+ +
= - +  (E.2.50) 

となる．ここで， 0x y= = で 0xz yzt t= = となるように特

解を定めるとすると， 0c = となる．以上より，一般解は 

 3 22 2
( 3 )

6
ox xy

a h nh
c c

+ +
= - +  (E.2.51) 

つまり， 

 3(1 )

3
ox

n h
y c

+
=- -  (E.2.52) 

と置くことができる．これを式(E.2.45)と(E.2.30)に代入す

ると，解くべき式は次のようになる． 
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 (E.2.53) 
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¶ ¶
 (E.2.54) 

また，応力は次のように書ける． 
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 (E.2.55) 

ここで，式(E.2.53)に現れる 2y を Fourier 展開すると， 
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となるので，境界条件は次のようになる． 
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of は，式(E.2.54)を満たすので，次の形になるはずである． 
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 (E.2.58) 

したがって，解は次のようになる． 
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 (E.2.59) 

E.2.2 二次元弾性論によるせん断梁の解 

矩形断面の場合，梁を横から見て，奥行き 2b の値が大き

ければ，二次元弾性で近似することができると考えられる．

二次元弾性論の詳細は文献[24]に記述がある．二次元の場合，

0y xy yzs t t= = = とおけて，解くべき方程式は 

 0 , 0x xz z zx

x z z x

s t s t¶ ¶ ¶ ¶
+ = + =

¶ ¶ ¶ ¶
 (E.2.60) 

となり， 

 
2 2 2

2 2
, ,z x xz

z xx z

f f f
s s t

¶ ¶ ¶
= = = -

¶ ¶¶ ¶
 (E.2.61) 

とおける．そして，応力関数f の満たすべき式は 

 
4 4 4

4 2 2 4
2 0

x x z z

f f f¶ ¶ ¶
+ + =

¶ ¶ ¶ ¶
 (E.2.62) 

となる．特に，図 E.1 の問題の場合， 0xs = となるので， 

 
2

2
0

z

f¶
=

¶
 (E.2.63) 

また，境界条件は， x a=  で 0xzt = ，すなわち， 

 
2

0
z x

f¶
=

¶ ¶
 (E.2.64) 

そこで，式(E.2.63)を満たすものとして， 

 2 3 2 4 3
1 2 3 4 5 6c xz c x c x c x z c x c x zf = + + + + +  (E.2.65) 

とおき，式(E.2.64)に代入すると， 

 2
1 4 62 3 0c c a c a + =  (E.2.66) 

したがって，次式を得る． 

 2
4 1 60 , 3 0c c c a= + =  (E.2.67) 

これを(E.2.65)に代入し，それを(E.2.62)に代入すると， 

 524 0c =  (E.2.68) 

となって，結局， 

 2 2 3 3
6 2 3 63c a xz c x c x c x zf = - + + +  (E.2.69) 

 2 2
2 3 6 62 6 6 , 3 ( )z xzc c x c xz c a xs t= + + = - -  (E.2.70) 

となる．そして，もう一つの境界条件，すなわち，z l= で

0zs = であることを考慮すると，式(E.2.70)より， 

 2 3 62 6 6 0c c x c x+ + =  (E.2.71) 

つまり， 

 2 3 60 ,c c c= = -   (E.2.72) 

を得る．したがって， 
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 (E.2.73) 

を得る．さらに，断面A でせん断応力を積分すると，せん断

荷重P に等しくなるという条件 

 xzA
P dAt= ò  (E.2.74) 

を付加することで，積分定数 6c が決定する．すなわち， 

 6 23( )yy

P
c

a A I
= -

-
 (E.2.75) 

ここで，矩形断面の場合， 

 
2

3 yyI
A

a
=  (E.2.76) 

であるので，式(E.2.75)と合わせて(E.2.73)に代入すると，次

式を得る．この応力分布は梁理論の結果と一致する． 
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 (E.2.77) 
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E.2.3 三次元弾性論による分布荷重梁の解 

前節までは，図 E.1 のように，先端に集中せん断荷重を受

ける梁の変形を考えたが，ここでは，x 方向に一定の体積力

xf が作用する場合の解を，三次元弾性論を用いて求める．

この解は，E.2.4.2 節でせん断修正係数を求める際に用いら

れる．この問題の解の導出は，Love[27]がより一般的な形で

与えているが，正直に言って，これを理解するのは容易では

ない．そこで，ここでは，集中せん断荷重の解（E.2.1 節）

を参考に，応力と歪の解の形を予め与えて，平衡方程式と適

合条件を満たすよう，解を求めることにする． 
まず，式(E.2.33)を参考に，次の形に解を仮定する． 
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 (E.2.78) 

そして，構成則(E.2.6)を参考に，次のように仮定する． 
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ただし， 

 xw f Aº  (E.2.80) 

は，梁の単位長さ当たりのせん断荷重である．このとき，解

くべき式(E.2.2)，(E.2.5)は次のように整理できる． 
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つまり，適合条件式の 4番目と 5番目（式(E.2.87)と(E.2.88)）
と，平衡方程式(E.2.83)は恒等的に成り立つ．したがって，

解くべき式は 6 つであるが，ここで，式(E.2.89)より， 
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と置く．このとき，式(E.2.85)は恒等的に成り立ち，式

(E.2.86)が成り立つためには， 

 a n= -  (E.2.91) 

であることが必要十分であることがわかる（文献[22]等では，

初めからa n= - として定式化している）．このとき，解く

べき式は(E.2.81)，(E.2.82)，(E.2.84)の 3 つとなり，これら

を満たすように， xs ， ys ， xyt を決定すればよい．そこで，

まず，式(E.2.81)と(E.2.82)を解くと，次のように置ける． 
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応力関数W は，式(E.2.84)を満たすように決定される．式

(E.2.92)と(E.2.90)を(E.2.84)に代入して整理すると，  
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ただし， 
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もし，梁が等方性を有する（ on n= ， 1oh h= = ）ならば，

さらに整理できて，次式を得る． 
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以上により，せん断修正係数を求める準備が整ったので，次

節では実際にせん断修正係数を算出する． 

E.85 微分計算 
式(E.2.81)～(E.2.89)が成り立つことを確認しなさい． 

E.2.4 せん断修正係数の算出方法 

せん断修正係数の算出方法にはいくつかの方法が提案さ

れているが，ここでは，エネルギ評価に基づく方法と，断面

の平均回転角および平均変位と曲げモーメントとの関係か

ら導く方法の二つを紹介する． 

E.2.4.1 エネルギ評価に基づく方法 

せん断修正係数 k を算出する もシンプルな方法は，三次

元弾性論（あるいは二次元弾性論）に基づく応力分布から求

めたせん断歪エネルギと，Timoshenko 梁理論によるせん断

歪エネルギが一致するように k を求める，つまり， 

 
2 22

2 2
xz yz

A

P
dA

kGA G

t t+
= ò  (E.2.96) 

を満たすように，k を決定するという方法である．なお，こ

の節の結果は文献[25]や[26]と一致する． 
まず，円断面の場合，式(E.2.44)より， 

 

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 12(1 )

7 ( 9 36 13 ) (1 7 )

e
circle

P P

k G a G ap n h p
h h h n h n

= ´
+

é ù+ - + - + +ê úë û

 (E.2.97) 

を得る．したがって， 
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矩形断面の場合，式(E.2.55)を(E.2.96)に代入して，部分積

分し，式(E.2.53)や(E.2.54)を用いると， 
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ただし， 
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二次元弾性論による解を用いる場合には，式(E.2.77)を
(E.2.96)に代入して，次式を得る．  
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6
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reck =  (E.2.102) 

 
E.86 円断面のせん断修正係数の計算(1) 

式(E.2.98)を導きなさい． 

E.87 矩形断面のせん断修正係数の計算(1) 
式(E.2.99)を導きなさい． 

E.88 矩形断面のせん断修正係数の計算(2) 
式(E.2.102)を導きなさい． 

E.2.4.2 平均角度・変位から導く方法 

Stephen[28]らは，三次元弾性論の解に対して，梁の傾斜角

や変位の断面平均を取ることで，2 種類のせん断修正係数を

求めている．まず，次式で平均たわみU ，平均傾斜角 Y ，

曲げモーメントM ，せん断力Q を定義する． 

 

1 1
, ,

,

A A
yy

z xzA A

U udA xwdA
A I

M x dA Q dA

Y

s t

º º

º - º

ò ò

ò ò
 (E.2.103) 

そして，Stephen[28]らは，次式でせん断修正係数 *k ， **k を

定義している． 
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そこで，まず，式(E.2.103)を計算してみよう．ただし，これ

までの議論から明らかな通り，a n= - としても一般性を失

わないので，以下ではa n= - として計算する． 
まず，式(E.2.104)については，先端に集中せん断荷重がか

かる場合の解(E.2.36)，(E.2.38)を用いる．これらより， 
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 Q P=  (E.2.108) 

したがって，式(E.2.104)より， 

{ }

2 2

2
2 *

1 2 ( 2 )

2 2 2
2(1 )

[ ( 1) ]

yy xx

yy yy yy

A
yy

I IP P z z P z z

A EI EI EI
P

x dA Pxy
EI k EA

n

n h
c h h n

- - -
- - +

+
- =+ + -ò

 

  (E.2.109) 

よって， 
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なお，一様分荷重の場合の解を用いても， *k の式は同じ

になる． 

次に，式(E.2.105)は，せん断力Q が z により変化すること

を前提としているので，集中荷重の場合の解は適用できな

い．そこで，一様分布荷重の場合の解を用いる．一般に， 
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であるから， 
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となる．ここで，式(E.2.104)より， 
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であるから，式(E.2.112)より， 
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これと式(E.2.105)を比較して， 
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を得る．ここで， 
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であるから， 
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 (E.2.117) 

となる．これに式(E.2.78)と(E.2.80)を代入すると， 
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となる．ただし， 
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したがって，式(E.2.118)と(E.2.115)より， 
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これに式(E.2.110)を代入して **k について解くと， 
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ただし， 
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また， 
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であるから，Green の定理(A.2.90)より， 
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したがって，式(E.2.122)より， は次のようにも書ける． 
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なお， **k については，Hutchinson[29]が別の表現で求めて

おり，Stephen[30]はそれが式(E.2.121)と同値であることを

証明している． 
さて，円断面の場合， c は式(E.2.43)で与えられるので，

これを式(E.2.110)および(E.2.121)に代入して， 
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また，矩形断面の場合，式(E.2.51)と(E.2.58)より， 
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となるので，これを式(E.2.110)および(E.2.121)に代入して 

J
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m ，S ，K は式(E.2.100)，(E.2.101)で与えられている． 
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E.89 円断面のせん断修正係数の計算(2) 
式(E.2.126)を導きなさい． 

E.90 矩形断面のせん断修正係数の計算(3) 
式(E.2.128)を導きなさい． 

E.2.4.3 せん断修正係数のまとめ 

以上をまとめると，現在提案されている主なせん断修正

係数の値は次のようになる． 

表 E.1 円形断面のせん断修正係数 
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表 E.2 矩形断面のせん断修正係数 
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 (E.2.128)

  

矩形断面の場合，断面が薄い，すなわち，m  ¥になると，
e
reck ， **

reck は 0 となってしまい，物理的にあり得ない解とな

る．これは，それらを求める際に用いているy 方向の応力分

布の仮定が，断面が薄い場合には不適切となるからと考え

られている[25]．この場合には，板理論で解析する必要があ

ると文献[25]は指摘している．逆に，奥行き方向が薄い梁の

場合， 0m  であるので， 

 **5 5(1 )
,

6 6 5
e
rec reck k

n
n

+
 

+
 (E.2.129) 

個人的には，エネルギを等値とする e
irclek ， e

reck の使用が適切

であると考えている． 

E.3 梁の Euler 座屈 
 
梁モデルによる計算結果の違いを示す例として，ここで

は梁の Euler 座屈を考える． 
 

E.3.1 梁の座屈理論 

曲げ剛性EI ，長さ の両端単純支持梁に軸圧縮荷重P を

作用させた際の Euler 座屈荷重 cr
oP は， 

 
2

2
cr
o

EI
P

p
=


 (E.3.1) 

となるが，これは，梁が伸縮せず，せん断変形もしないと仮

定した場合の平衡方程式 

 
2

2
sin 0

d
EI P

ds

q
q+ =  (E.3.2) 

を解くことで求められる．しかし，次節以降で述べる通り，

伸縮やせん断変形を考慮した場合，一般に，平衡方程式は 

 
2

2
( )sin 0

d
EI Pf

ds

q
q q+ =  (E.3.3) 

となり，この場合の座屈荷重 crP は 

 
(0)

cr
ocr P

P
f

=  (E.3.4) 

となる．この式は以下のように証明できる． 

 
図 E.2 梁の座屈 

まず，曲げモーメントが 0 になる点での傾斜角を oq q= 
として，式(E.3.3)を積分すると， 

 
2

1
( )sin 0

2 o

dEI P f d
ds

q

q

q q q q
-

æ ö÷ç ÷ + =ç ÷ç ÷è ø ò  (E.3.5) 

つまり， 

 
2

( )sin
o

d P
f d

ds EI

q

q

q
q q q

-
= -ò  (E.3.6) 

ここで， 

 

( )sin (cos cos ) ( )

(cos cos ) ( )

(cos cos ) ( ) (cos cos ) ( )

oo

o

o

o

o

o o

f d f

f d

f f d

q q

qq
q

q
q

q

q q q q q q

q q q q

q q q q q q q

--
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-

é ù- = -ë û

¢- -

¢= - - -

ò

ò

ò

 (E.3.7) 

次に，3.7.6.1 節と同様，次の変数変換を行う． 

P P

q

0s =

s
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 (E.3.8) 

これを， ( )tq q= とおく．このとき， 

 

1 cos

2 1 cos
1 ( )

1 cos
cos cos (1 cos )

2

o

o
o

d tdt
C t

t

q

q

q

q
q q

-

= +
+

-
- = +

 (E.3.9) 

となるので，式(E.3.7)と(E.3.9)を(E.3.6)に代入すると， 

 
2

(1 ( )) ( ) ( )
dt P

C t f h t
ds EI

q qé ù= + -ë û  (E.3.10) 

 
3/21 cos (1 cos ) ( ( ))

( )
2 1 cos 1 ( )

to f
h t d

t Cp
q

q t q t
t

t-

¢- +
=

+ +
ò  (E.3.11) 

ここで，座屈の際には， 

 0oq   (E.3.12) 

であり，このとき， 

 ( ) 1 , 0 , ( ) 0C t h tq q    (E.3.13) 

となる．したがって，式(E.3.10)より， 

 
2 2

2 (0)
crP

f
EI

p
=


 (E.3.14) 

つまり，次の通りとなって，式(E.3.4)を得る． 

 
2

2 (0)
cr EI

P
f

p
=


 (E.3.15) 

また，場合によっては，式(E.3.3)の形に変形することが困難

な場合があるが，その場合でも， q が微小であるとして，

sin q q» などの近似を用いることで， 

 
2

2
( ) 0

d
EI Pf

ds

q
q q+ =  (E.3.16) 

という形にもってゆくことで，座屈荷重を 

 
(0)

cr
ocr P

P
f

=  (E.3.17) 

と導くことができる． 

E.3.2 伸縮・せん断を考慮した座屈荷重 

Timoshenko[31]はせん断を考慮した二種類の座屈荷重を

提案している．これらの違いは構成則を定義する軸力・せん

断力の方向と，軸歪・せん断歪の定義にある．3.7.6.1 節に示

した Elastica 解は，Antman[11]によるものであるが，これ

も，Timoshenko とは力の方向や歪の定義が異なる．つまり，

軸歪を e，せん断歪を g ，軸力をT ，せん断力をN ，ヤン

グ率をE ，横弾性係数をG ，断面積をA ，せん断修正係数

を k ，断面の傾斜角を q，曲げモーメントをM とすれば， 

 , ,T EA N kGA M EIe g q¢º º º  (E.3.18) 

という構成則を用いるのは皆同じであるが，e，g ，T ，N ，
M の定義がそれぞれ異なるのである．そこで，この章では，

いくつかの定義に対する座屈荷重を整理する． 
まず，図 E.3 のように，せん断角度（中心線の接線方向，

すなわち， ¢x と断面の垂線との成す角度）をj とし，局所

基底は断面にそって定義する．すなわち， 3e は断面に垂直

で， 1e は断面に沿った方向とする． 

 3 1

cos sin

sin cos,

0 0

j j
j j

é ù é ù-ê ú ê ú
ê ú ê ú= =ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú ê úë û ë û

e e  (E.3.19) 

このとき， ¢x は次のように書ける． 

 3 1(1 )(cos sin ) (1 )t te j j e¢ = + + º +x e e t  (E.3.20) 

ただし， te は中心線の伸び歪である．断面力は図 E.2 より， 

 1P= -P i  (E.3.21) 

であるが，これを軸力とせん断力に分解する際にどの方向

にするかが問題となる．これによって，回転の釣り合い式 

 3, M¢ ¢+ ´ = =M x P 0 M i  (E.3.22) 

の表現が異なったものとなる．例えば， 

 3 1sin cosj jº - +n e e  (E.3.23) 

 
図 E.3 梁のせん断変形 

として，P を次の 3 通りに分解することが考えられる． 

 Timoshenko の断面力： T N= +P t n  (E.3.24) 

 Engesser の断面力： 1T N= +P t e  (E.3.25) 

 Haringx の断面力 3 1T N= +P e e  (E.3.26) 

また，歪についても， te e= とする場合もあれば，

1 (1 )coste e g+ = + とする場合もあるだろうし， g j= と

する場合もあれば， sing j= ， (1 )sintg e j= + とする場合

もあるだろう．つまり，次の 3 通りの定義が考えられる． 

Timoshenko の歪 1： 3 1(1 )(cos sin )e g g¢ = + +x e e  (E.3.27) 

Timoshenko の歪 2： 2
3 1(1 )( 1 )e g g¢ = + - +x e e  (E.3.28) 

Haringx の歪： 3 1(1 )e g¢ = + +x e e  (E.3.29) 

では，自由に分解し，自由に歪を定義してもよいかという

と，原理的には自由なのであるが，問題は，構成則にある．

構成則として式(E.3.18)を用いるとすると，必ずしも自由に

はならない．それは，定義の仕方によっては，歪エネルギが

存在しなくなるからである．つまり，平衡方程式 

 
¢ =
¢ ¢+ ´ =

P 0

M x P 0
 (E.3.30) 

から導かれる， 

 
0 0

( ) Eds dsd pd dé ù¢ ¢ ¢- =⋅ + + ´ ⋅ë ûò òP x M x P Q
 

 (E.3.31) 

ただし， 

 3d dq= iQ  (E.3.32) 

という関係を満たす Ep が存在しなくなるのである．式

(E.3.31)の左辺に(E.3.32)を代入して整理すると， 

1e
3e

3 ¢=g x

j

j
q
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 (E.3.33) 

となるので，結局， 

 2
2

1
( )

2
E EIdp d dq q¢ ¢ ¢= ⋅ - ´ +P x i x  (E.3.34) 

となる Ep が存在するかどうかが問題となる．つまり， 

 2( ) A Bd dq de dg¢ ¢⋅ - ´ = +P x i x  (E.3.35) 

と書けたときに， 

 
A B

g e
¶ ¶

=
¶ ¶

 (E.3.36) 

であれば Ep が存在するが，もっと問題を限定して，  

 2( ) T Nd dq de dg¢ ¢⋅ - ´ = +P x i x  (E.3.37) 

となるよう，( , )e g と ( , )T N を定義すると，構成則(E.3.18)に
より，歪エネルギが次式の通り存在することがわかる． 

 2 2 21 1 1

2 2 2
E EA kGA EIp e g q¢= + +  (E.3.38) 

そこで，次節では歪エネルギの存在性について確認し，その

後，実際に断面力を分解したらり歪を定義したりして，個々

のケースで座屈荷重を求めることとする． 

E.3.2.1 梁の歪エネルギの存在性 

ここでは，式(E.3.27)～(E.3.29)のそれぞれについて，式

(E.3.37)に基づいて，歪エネルギの存在性について調べる．

まず，式(E.3.27)については， 

 
2

(1 )( ) (1 )

(1 )

d dq
de e dq dg dq e
de e dg

¢ ¢- ´
= + + + - +

= + +

x i x

t n n

t n

 (E.3.39) 

となるので， 

 2( ) ( ) [ (1 ) ]d dq de e dg¢ ¢⋅ - ´ = ⋅ + ⋅ +P x i x P t P n  (E.3.40) 

となる．したがって，式(E.3.37)を満たすためには， 

 
1

N
T

e
= +

+
P t n  (E.3.41) 

であればよいことがわかる．あるいは， 

 T N= +P t n  (E.3.42) 

としておいて，構成則を 

 
1

kGA
N

g
e

=
+

 (E.3.43) 

とすることも考えられる． 
次に，式(E.3.28)の場合には， 

 

2

2

2

(1 ) (1 )
1

1

1

d dq

dg
dqde e dq e

g
e

de dg
g

¢ ¢- ´
æ ö÷ç ÷ç += + + - +÷ç ÷ç ÷ç -è ø

+
= +

-

x i x

t n n

t n

 (E.3.44) 

となるので， 

 2 2

1
( ) ( )

1

e
d dq de dg

g

é ù+ê ú⋅¢ ¢⋅ - ´ = ⋅ + ê ú-ê úë û
P nP x i x P t  (E.3.45) 

となる．したがって，式(E.3.37)を満たすためには， 

 
21

1
T N

g
e

-
= +

+
P t n  (E.3.46) 

であればよいことがわかる．ただし，単に歪エネルギの存在

だけを求めるのであれば，式(E.3.45)において dg の係数が

g だけの式になっていればいいので，例えば， 

 
1

N
T

e
= +

+
P t n  (E.3.47) 

でも問題ない．この場合には， 

 

2
2

2

2 2

2

( )
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1

1 1 2
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N
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g
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g

e gd
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é ù
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 (E.3.48) 

となって，歪エネルギは次のようになる． 

 2 2 2

2

1 1 2 1

2 2 21 1
E EA kGA EIp e g q

g
¢= + +

+ -
 (E.3.49) 

あるいは，次の構成則を用いることで，歪エネルギは式

(E.3.38)のままとなる． 

 
21

N kGA
g

g
=

-
 (E.3.50) 

後に，式(E.3.29)の場合には， 

 
2 3 1 1 3

1 3

3 1

(1 )

(1 )

d dq de e dq dg g dq
dq e dqg

de dg

¢ ¢- ´ = + + + -
- + +

= +

x i x e e e e

e e

e e

 (E.3.51) 

となるので， 

 2 3 1( ) ( ) ( )d dq de dg¢ ¢⋅ - ´ = ⋅ + ⋅P x i x P e P e  (E.3.52) 

となる．したがって，次式のように分解すればよい． 

 3 1T N= +P e e  (E.3.53) 

以上のようにして，歪エネルギが存在するよう，断面力の分

解方法を決定することができる． 
では，逆に，「歪エネルギが存在しない場合」というのは

どういう場合なのであろうか？ 
「存在しない」とは，あくまでも，平衡方程式(E.3.30)か

ら導かれる内部仮想仕事に対応した歪エネルギが存在しな

いということであって，歪エネルギを定義すること自体は

自由である．例えば，式(E.3.27)を用いる場合，式(E.3.41)で
なければ歪エネルギが式(E.3.38)のようにならないと述べ

たが，歪エネルギを勝手に式(E.3.38)のように定義すること

自体はできる．そして，その場合，FEM のように仮想仕事

の原理から支配方程式を導くと，自動的に，式(E.3.41)を仮

定した解を求めていることになる．したがって，例えば，「歪

は(E.3.27)，断面力は 1T N= +P t e ，歪エネルギは(E.3.38)
として解いた」という表現は間違っていることになる．「歪

は(E.3.27)，歪エネルギは(E.3.38)として解いた．つまり，断

面力は式(E.3.41)のように分解した問題を解いていること

になる」というのが正しい表現なのである． 
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つまりは，歪は(E.3.27)，断面力は 1T N= +P t e として平

衡方程式(E.3.30)を解いた場合，解析後に，系の歪エネルギ

を計算して考察等を行おうとしても不可能で，「歪エネルギ

を式(E.3.38)で計算して，考察してみた」と言われたら，「そ

れは間違いです」としか言いようがないのである． 
では，例えば，断面力は， 1T N= +P t e ，歪エネルギは

式(E.3.38)で解くとしたら（構成則は(E.3.18)であるとして），

この式の eや g はどのような式で定義されるものとなるの

であろうか？この場合には， 

 

( )
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3
20

230

3 20

cos cos

cos cos
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E dsT N M
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2dsdq ù⋅ ûi

 (E.3.54) 

となるので， 

 3 2
cos cos

de dg
d dq

j j
¢ ¢= + + ´x e n i x  (E.3.55) 

となるように eと g を定義できればよいことになる．今，式

(E.3.39)からわかる通り， 

 2(1 )t td de e dj dq¢ ¢= + + + ´x t n i x  (E.3.56) 

であるから， 

 3 (1 )
cos cos

t t
de dg

de e dj
j j

+ = + +e n t n  (E.3.57) 

を満たす ( , )e g が存在すればよい．この式から， 

 
1
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tt t

t t
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t
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jde e jdj
d e j

é ù= ⋅ =+ +ë û
é ù= ⋅+ +ë û

= + +
é ù= +ë û

tt n

et n
 (E.3.58) 

となって，結局， 

 11 , (1 )sint te e g e j ¢= = - = + = ⋅¢ x ex  (E.3.59) 

となることがわかる．この式は，3.5.3 節の Timoshenko 梁

要素の歪の定義 (3.5.27)そのものである． 
同様に， T N= +P t n とした場合は， 
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 (E.3.60) 

となるので， 

 2d de dg dq¢ ¢= + + ´x t n i x  (E.3.61) 

となればよいが，これは，式(E.3.56)と比較すると， 

 , (1 )t tde de dg e dj= = +  (E.3.62) 

しかし，これを満たす ( , )e g のペアは存在しない．したがっ

て， T N= +P t n の場合，歪エネルギは存在しない． 
以上のように，歪を定義すれば，それに対応した断面力成

分を決定することができるし，断面力成分を決定すれば，そ

れに対応した歪を決定することができる．ただし，後者の場

合には，式(E.3.62)のように，解がない場合もある． 
以上を踏まえ，次節以下では，表 E.3 のケースについて，

実際に座屈荷重を計算している．次節以下では， Ep の存在

状況も含め，各ケースについて解説し，座屈荷重を求める．

なお，これらの他に，二次元弾性論による解を E.3.4 節で，

三次元弾性論による解を E.3.5 で示す．これらの場合には，

曲げモーメント自体が，M EIq¢= という構成則を満たさな

いことになり，それが座屈荷重に影響を与えることとなる． 
また，応力に対して構成則を定義し，それを断面で積分し

た場合の解を E.3.3 節で，二次元弾性論による矩形断面の解

を E.3.4 節で，平板理論による薄肉矩形断面の解を E.3.5 節

で，三次元弾性論による円断面の解を E.3.5 節で求める． 

表 E.3 応力・歪・構成則と歪エネルギの存在性 

 Timoshenko 歪 1 

3 1

, ,

(1 )

(cos sin )

te e g j
e

g g

= =
¢ = + ´

+

x

e e

 

Timoshenko 歪 2 

2
3 1

, sin ,

(1 )

( 1 )

te e g j
e

g g

= =
¢ = + ´

- +

x

e e

 

Haringx 歪 

3 1

(1 )cos 1 ,

(1 )sin ,

(1 )

t

t

e e j
g e j

e g

= + -
= +
¢ = + +x e e

 

Engesser 歪 

1

1 ,

(1 )sin
t

t

e e
g e j
= = -¢
= +

¢= ⋅

x

x e

 

Timoshenko 断面力 0 

T N= +P t n  

Case 1-1 

歪エネルギ△ 

1

kGA
N

g
e

=
+

 

Case 2-1 

歪エネルギ× 

Case 3-1 

歪エネルギ× 

Case 4-1 

歪エネルギ× 

Haringx 断面力 

3 1T N= +P e e  

Case 1-2 

歪エネルギ× 

Case 2-2 

歪エネルギ× 

Case 3-2 

歪エネルギ○ 

Case 4-2 

歪エネルギ× 

Engesser 断面力 

1T N= +P t e  

Case 1-3 

歪エネルギ× 

Case 2-3 

歪エネルギ× 

Case 3-3 

歪エネルギ× 

Case 4-3 

歪エネルギ○ 

Timoshenko 断面力 1 

1

1

T N

N
T

e

e

¢ +
=

+

= +
+

x n
P

t n
 

Case 1-4 

歪エネルギ○ 

Case 2-4 

歪エネルギ△ 

  

Timoshenko 断面力 2 

21

1
T N

g
e

-
= +

+
P t n  

 Case 2-5 

歪エネルギ○ 
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E.3.2.2 Case 1-1: Timoshenko 歪 1・断面力 0 

このケースは，以下の通り， も自然と思われる歪と，断

面力を直交方向に分解するというTimoshenkoの断面力 0の
定義とを組み合わせたものである． 

 
3 1(1 ) (1 ) (cos sin )

, ,T N T EA N kGA

e e g g
e g

¢ = + = + +
= + = =

x t e e

P t n
 (E.3.63) 

この場合，式(E.3.34)に式(E.3.86)と(E.3.63)を代入して， 

 
2( )

( ) (1 )( ) (1 )

(1 ) (1 )

T N

T N EA kGA

d dq

de e dq dg e dq
de e dg ede g e dg

¢ ¢⋅ - ´
é ù= + ⋅ + + + - +ë û

= + + = + +

P x i x

t n t n n  (E.3.64) 

となる．ここで， Ep が存在するためには，この式が何等か

の変分になっている必要があり，そのことから， 

 (1 )EA kGAe g e
g e
¶ ¶

= +
¶ ¶

 (E.3.65) 

でなければならないが，明らかにこの式は成り立たないの

で，歪エネルギは存在しない． 
では，このケースの座屈荷重を求めてみよう．まず，釣り

合い式(E.3.22)は 

 (1 ) 0EI Nq e¢¢ + + =  (E.3.66) 

となり，式(E.3.63)と(E.3.21)より， 

 cos( ) , sin( )T P N Pg q g q=- + = +  (E.3.67) 

となる．したがって，構成則より， 

 cos( )
P

EA
e g q=- +  (E.3.68) 

 sin( )
P

kGA
g g q= +  (E.3.69) 

そして，釣り合い式は 

 sin( ) 01 cos( )
PEI P
EA

q g qg q
é ù

¢¢ ê ú+ + =- +ê úë û
 (E.3.70) 

式(E.3.69)を解いで g を求めるのは困難であるので，座屈点

まわりのみを考えることとすると， 

 
1

0
1

P EA
EI P

P kGA
q q

-
¢¢ + =

-
 (E.3.71) 

となる．したがって，座屈荷重は 

 
1

1

cr
cr cr

ocr

P kGA
P P

P EA

-
=

-
 (E.3.72) 

つまり，座屈荷重は 

 
2

2

1 41

cr cr
o

cr crcr
o oo

P P
P PP
kGA EAkGA

=
æ ö÷ç+  ÷ -ç + ÷ç ÷è ø

 (E.3.73) 

E.3.2.3 Case 1-2: Timoshenko 歪 0 と Haringx 断面力 

このケースは， 

 
3 1

3 1

(1 ) (1 ) (cos sin )

, ,T N T EA N kGA

e e g g
e g

¢ = + = + +

= + = =

x t e e

P e e
 (E.3.74) 

とするもので， も自然と思われる歪と，Haringx の断面力

の定義（Timoshenko も同様の定義をして E.3.2.2 とは異な

る座屈解を求めている）とを組み合わせたものである．この

場合，式(E.3.34)に式(E.3.86)と(E.3.74)を代入して， 

2

3 1

( )

(1 )( ) (1 )

( cos sin )

(1 )( sin cos )

( cos sin )

(1 )( sin cos )

T N

T N

T N

EA kGA

EA kGA

d dq

de e dq dg e dq
g g de
e g g dg

e g g g de
e e g g g dg

¢ ¢⋅ - ´
é ùé ù= ⋅ + + + - ++ë û ë û

= +

+ + - +

= +

+ + - +

P x i x

t n ne e

 (E.3.75) 

となる．ここで， 

 

( cos sin )

sin (sin cos )

(1 )( sin cos )

(1 2 )sin cos

EA kGA

EA kGA

EA kGA

EA kGA

e g g g
g

e g g g g

e e g g g
e

e g g g

¶
+

¶
= - + +

¶ é ù+ - +ë û¶
= - + +

 (E.3.76) 

となり，両者は等しくないので，歪エネルギは存在しない． 
次に，釣り合い式(E.3.22)は 

  (E.3.77) 

となり，式(E.3.74)と(E.3.21)より， 

 cos , sinT P N Pq q=- =  (E.3.78) 

となる．したがって，構成則より， 

 cos , sin
P P

EA kGA
e q g q=- =  (E.3.79) 

よって，釣り合い式は， 

 sin 01 cos sin
P PEI P
EA kGA

q q q q
æ ö é ù÷ç¢¢ ê ú+ ÷ =ç - +÷ç ÷ ê úè ø ë û

 (E.3.80) 

したがって，座屈方程式は 

 01 1
P PEI P
EA kGA

q q
æ öæ ö÷ ÷ç ç¢¢ + ÷ ÷ =ç ç- +÷ ÷ç ç÷ ÷è øè ø

 (E.3.81) 

となり，座屈荷重は，次式のようになる． 

 
1

1 1

cr cr
o

cr cr
P P

P P

EA kGA

=
æ öæ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç- +÷ ÷ç ç÷ ÷è øè ø

 (E.3.82) 

つまり，この三次方程式を解くことで， crP が求められる． 

E.3.2.4 Case 1-3: Timoshenko 歪 0 と Engesser 断面力 

このケースは，以下の通り， も自然と思われる歪と，

Engesser による断面力の定義を組み合わせたものである． 

 
3 1

1

(1 ) (1 ) (cos sin )

, ,T N T EA N kGA

e e g g
e g

¢ = + = + +

= + = =

x t e e

P t e
 (E.3.83) 

この場合，式(E.3.34)において， 

 (1 )d de e d¢ = + +x t t  (E.3.84) 

 ( )d dq dg= +t n  (E.3.85) 

であるから， 

 (1 )( )d de e dq dg¢ = + + +x t n  (E.3.86) 

したがって，式(E.3.34)において， 

(1 )( cos sin ) 0EI N Tq e g g¢¢ + + - =
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2

1

1

( )

( ) (1 )( ) (1 )

( ) (1 )

sin (1 ) cos

( sin ) (1 ) cos

T N

T N

T N N

EA kGA kGA

d dq

de e dq dg e dq
de e dg

de gde e gdg
e g g de e g gdg

¢ ¢⋅ - ´
é ù= + ⋅ + + + - +ë û
é ù= + ⋅ + +ë û

= + + +
= + + +

P x i x

t e t n n

t e t n

 (E.3.87) 

となる．ここで，歪エネルギが存在するためには 

 ( sin ) (1 ) cosEA kGA kGAe g g e g g
g e
¶ ¶

+ = +
¶ ¶

 (E.3.88) 

でなければならないが，実際に計算すると， 

 (sin cos ) coskGA kGAg g g g g+ =  (E.3.89) 

となって，明らかに成り立たない．したがって，このケース

では歪エネルギは存在しない． 
さて，このケースで実際に座屈荷重を求めてみよう．まず，

釣り合い式(E.3.22)は 

 (1 ) cos 0EI Nq e g¢¢ + + =  (E.3.90) 

であるが，式(E.3.83)と(E.3.21)より， 

 
cos sin( )

,
cos cos

P P
T N

q g q
g g

+
=- =  (E.3.91) 

となる．そして，構成則(E.3.18)より， 

 
cos

cos

P

EA

q
e

g
=-  (E.3.92) 

 
sin( )

cos

P

kGA

g q
g

g
+

=  (E.3.93) 

となる．式(E.3.91)と(E.3.92)を式(E.3.90)に代入すると， 

 

sin( )cos
01

coscos

PP
EI

EA

g qqq
gg

é ù +ê ú¢¢ + =-ê ú
ë û

 (E.3.94) 

式(E.3.93)を使ってこの式から g を消去して，式(E.3.3)の形

にできば，座屈荷重が得られる．しかし，式(E.3.93)を g に

ついて解くことは容易ではない．そこで，座屈点まわりのみ

を考えることとし， 

 sin , cos 1 , sin , cos 1g g g q q q» » » »  (E.3.95) 

とおくと，式(E.3.93)，(E.3.94)は 

 
( )

, ( ) 01
P PEI P

kGA EA

g q
g q g q

æ ö+ ÷ç¢¢= + ÷ + =ç - ÷ç ÷è ø
 (E.3.96) 

したがって， 

 
1

0
1

P EA
EI P

P kGA
q q

-
¢¢ + =

-
 (E.3.97) 

となり，式(E.3.71)と同一の座屈方程式を得る．したがって， 

 
2

2

1 41

cr cr
o

cr crcr
o oo

P P
P PP
kGA EAkGA

=
æ ö÷ç+  ÷ -ç + ÷ç ÷è ø

 (E.3.98) 

E.3.2.5 Case 1-4: Timoshenko の方法 

このケースは Timoshenko の歪 1 と，それに対応した断面

力を用いて， 

 
3 1(1 ) (1 ) (cos sin )

, ,
1

N
T T EA N kGA

e e g g

e g
e

¢ = + = + +

= + = =
+

x t e e

P t n
 (E.3.99) 

とするもので，近藤は，文献[32]において，変分原理からこ

の式を導き，これを「Timoshenko の方法」と呼んでいる．

そして，文献[33]において座屈荷重を求めている．この場合，

式(E.3.39)～(E.3.41)で示した通り，歪エネルギが存在する． 
次に，釣り合い式(E.3.22)は 

 0EI Nq¢¢ + =  (E.3.100) 

となり，式(E.3.99)と(E.3.21)より， 

 cos( ) , (1 )sin( )T P N Pg q e g q=- + = + +  (E.3.101) 

となる．したがって，構成則より， 

cos( ) , (1 )sin( )
P P

EA kGA
e g q g e g q=- + = + +  (E.3.102) 

そして，釣り合い式は次式のように書ける． 

 sin( ) 01 cos( )
PEI P
EA

q g qg q
é ù

¢¢ ê ú+ + =- +ê úë û
 (E.3.103) 

式(E.3.102)を解くのは困難であるので，座屈点まわりのみ

を考えることとすると， 

 
( )

1
0

11

P EA
EI P

P EA P kGA
q q

-
¢¢ + =

--
 (E.3.104) 

となる．したがって，座屈荷重は， 

 
( )11

1

cr cr

cr cr
ocr

P EA P kGA
P P

P EA

--
=

-
 (E.3.105) 

つまり， 

 
2

41 1 1

cr

cr cr cr cr
o o o o

P
P P P P
kGA kGA kGA EA

=
æ öæ ö÷ ÷ç ç+  ÷ ÷ç ç+ + -÷ ÷ç ç÷ ÷è øè ø

 (E.3.106) 

E.3.2.6 Case 2-1: Timoshenko 歪 2・断面力 0 

このケースは 

 
2

3 1(1 ) (1 )( 1 )

, ,T N T EA N kGA

e e g g
e g

¢ = + = + - +
= + = =

x t e e

P t n
 (E.3.107) 

とするもので，この場合，式(E.3.127)が成り立つので，式

(E.3.34)に式(E.3.86)と(E.3.107)を代入して， 

2

2

2 2

( )

1
(1 )( )

1

1 1

1 1

T N

T N EA kGA

d dq

de e dg
g

e e
de dg ede gdg

g g

¢ ¢⋅ - ´
é ù
ê ú+ += + ⋅ ê ú-ê úë û

+ +
= + = +

- -

P x i x

t nt n  (E.3.108) 

ここで，明らかに， 

 
2

1

1
kGAEA

e
gdge

g e g

æ ö+¶ ¶ ÷ç ÷ç¹ ÷ç ÷ç ÷¶ ¶ ç -è ø
 (E.3.109) 

であるから，このケースでは歪エネルギは存在しない． 
次に，釣り合い式(E.3.22)は 

 (1 ) 0EI Nq e¢¢ + + =  (E.3.110) 

となり，式(E.3.107)と(E.3.21)より， 

 
2

2

1 cos sin

cos 1 sin

T P

N P

g q g q

g q g q

é ù= - - -ê úë û
é ù= + -ê úë û

 (E.3.111) 
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となる．したがって，構成則より， 

 21 cos sin
P

EA
e g q g qé ù= - - -ê úë û  (E.3.112) 

 2cos 1 sin
P

kGA
g g q g qé ù= + -ê úë û  (E.3.113) 

そして，釣り合い式は 

 
2

2

1 1 cos sin

0cos 1 sin

PEI
EA

P

q g q g q

g q g q

æ ö÷ç é ù¢¢ + ÷´ç - - - ÷ê úç ÷ë ûè ø
é ù =+ -ê úë û

 (E.3.114) 

E.3.2.2 節と同様，式(E.3.113)を解くのは困難であるので，

座屈点まわりのみを考えることとすると， 

 
1

0
1

P EA
EI P

P kGA
q q

-
¢¢ + =

-
 (E.3.115) 

つまり，式(E.3.71)や(E.3.97)と同一の座屈方程式を得る．し

たがって，座屈荷重は， 

 
2

2

1 41

cr cr
o

cr crcr
o oo

P P
P PP
kGA EAkGA

=
æ ö÷ç+  ÷ -ç + ÷ç ÷è ø

 (E.3.116) 

E.3.2.7 Case 2-2: Timoshenko 歪 2 と Haringx 断面力 

このケースは 

 
2

3 1

3 1

(1 ) (1 )( 1 )

, ,T N T EA N kGA

e e g g
e g

¢ = + = + - +
= + = =

x t e e

P e e
 (E.3.117) 

とするもので，この場合，式(E.3.127)が成り立つので，式

(E.3.34)に式(E.3.86)と(E.3.117)を代入して， 

2

3 1 2

2
2

2 2

2

( )

1
(1 )( )

1

1
(1 )( 1 )

1

( 1 )

1
(1 )

1

T N

N TT N

EA kGA

kGA EA

d dq

de e dg
g

e
e gg g de dg

g

e g g de

e
e g eg dg

g

¢ ¢⋅ - ´
é ù
ê ú+ += + ⋅ ê ú-ê úë û

é ù+ê ú+ -= - + + ê ú-ê úë û
= - +

é ù+ê ú+ -+ ê ú-ê úë û

P x i x

t ne e

 (E.3.118) 

ここで，明らかに， 

 

2 2

2

( 1 )

1
(1 )

1

EA kGA

kGA EA

e g g
g

e
e g eg

e g

¶
- +

¶
æ ö+¶ ÷ç ÷ç + -¹ ÷ç ÷ç ÷¶ ç -è ø

 (E.3.119) 

であるから，このケースでは歪エネルギは存在しない． 
次に，釣り合い式(E.3.22)は 

 2(1 )( 1 ) 0EI N Tq e g g¢¢ + + - - =  (E.3.120) 

となり，式(E.3.117)と(E.3.21)より， 

 cos , sinT P N Pq q=- =  (E.3.121) 

となる．したがって，構成則より， 

 cos , sin
P P

EA kGA
e q g q=- =  (E.3.122) 

そして，釣り合い式は次式のように書き直せる． 

 2

1

sin 01 cossin

PEI P
EA

PP
kGAkGA

q

qqq

æ ö÷ç¢¢ + ÷´ç - ÷ç ÷è ø
é ù

æ öê ú÷ç =ê ú- ÷ +ç ÷ç ÷ê úè øë û

 (E.3.123) 

これより，座屈荷重は，  

 
1

1 1

cr cr
o

cr cr
P P

P P

EA kGA

=
æ öæ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç- +÷ ÷ç ç÷ ÷è øè ø

 (E.3.124) 

となって，式(E.3.82)と同じ解を得る． 

E.3.2.8 Case 2-3: Timoshenko 歪 2 と Engesser 断面力 

このケースは 

 
2

3 1

1

(1 ) (1 )( 1 )

, ,T N T EA N kGA

e e g g
e g

¢ = + = + - +
= + = =

x t e e

P t e
 (E.3.125) 

とするもので，この場合，簡単な計算により， 

 

3 1
2

2

1

1

1

g
d dg dq

g

dg dq
g

æ ö- ÷ç ÷ç += +÷ç ÷ç ÷ç -è ø

= +
-

e et n

n n

 (E.3.126) 

となることがわかるので， 

 
2

(1 )

1
(1 )

1

d de e d

dg dqde e
g

¢ = + +
æ ö÷ç ÷ç += + + ÷ç ÷ç ÷ç -è ø

x t t

n nt
 (E.3.127) 

したがって，式(E.3.34)に式(E.3.86)と(E.3.125)を代入して， 

2

1

2

1 2

2

( )

( )

1
(1 ) (1 )

1

1
(1 )( )

1

1
( sin ) cos

1

T N

T N

EA kGA kGA

d dq

dg dqde e e dq
g

de e dg
g
e

e g g de g gdg
g

¢ ¢⋅ - ´

= + ⋅
é ùæ ö÷çê ú÷ç ++ + - +÷ê úç ÷ç ÷ç -ê úè øë û

é ù
ê ú+ += + ⋅ ê ú-ê úë û

+
= + +

-

P x i x

t e

n nt n

t nt e

 (E.3.128) 

ここで，明らかに， 

2

1
cos( sin )

1
kGAEA kGA

e
g ge g g

g e g

æ ö+¶ ¶ ÷ç ÷ç+ ¹ ÷ç ÷ç ÷¶ ¶ ç -è ø

  (E.3.129) 

であるから，このケースでは歪エネルギは存在しない． 
次に，このケースの釣り合い式(E.3.22)は 

2 2(1 ) 01 ( ) 1EI T N Tq e g g g gé ù¢¢ + + =- + - -ê úë û  (E.3.130) 

となり，式(E.3.125)と(E.3.21)より， 

 
22

cos sin,
11

P
T N P

g
q q

gg

é ù
ê ú+= - = ê ú-ê ú- ë û

 (E.3.131) 

となる．したがって，構成則より， 

 
21

P

EA
e

g
= -

-
 (E.3.132) 
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2

cos sin
1

P

kGA

g
q qg

g

é ù
ê ú+= ê ú-ê úë û

 (E.3.133) 

そして，釣り合い式は 

2
2

1 ( cos 1 sin )
1

0

P
EI P

EA
q g q g q

g

æ ö÷ç ÷ç -¢¢ + + -÷ç ÷ç ÷ç -è ø
=

 (E.3.134) 

E.3.2.2 節と同様，式(E.3.133)を解くのは困難であるので，

座屈点まわりのみを考えることとすると， 

 
1

0
1

P EA
EI P

P kGA
q q

-
¢¢ + =

-
 (E.3.135) 

となり，式(E.3.71)と同一の座屈方程式を得る．したがって， 

 
2

2

1 41

cr cr
o

cr crcr
o oo

P P
P PP
kGA EAkGA

=
æ ö÷ç+  ÷ -ç + ÷ç ÷è ø

 (E.3.136) 

E.3.2.9 Case 2-4: Timoshenko の方法 2 の特殊版 

このケースは，Timoshenko の歪 2 と，特殊な歪エネルギ

に対応した断面力を用いて 

 

2
3 1(1 ) (1 )( 1 )

, ,
1

, sint

N
T T EA N kGA

e e g g

e g
e

e e g j

¢ = + = + - +

= + = =
+

= =

x t e e

P t n  (E.3.137) 

とするもので，式(E.3.47)～(E.3.50)に示した通り，歪エネル

ギは存在する．また，釣り合い式(E.3.22)は 

 0EI Nq¢¢ + =  (E.3.138) 

となり，式(E.3.137)と(E.3.21)より， 
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( 1 cos sin )

(1 )( cos 1 sin )

T P

N P

g q g q

e g q g q
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= + + -
 (E.3.139) 

となる．したがって，構成則より， 

 2( 1 cos sin )
P

EA
e g q g q=- - -  (E.3.140) 
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 (E.3.141) 

そして，釣り合い式は次のように書ける． 
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PEI P
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 (E.3.142) 

座屈点まわりだけを考えると， 
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q q
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 (E.3.143) 

これは Timoshenko の方法 1 の座屈方程式(E.3.104)と一致

する．したがって，座屈荷重は， 
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41 1 1
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o o o o

P
P P P P
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=
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 (E.3.144) 

E.3.2.10 Case 2-5: Timoshenko の方法 2 

このケースは， Timoshenko の歪 2 と，それに対応した断

面力を用いて 

2
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(1 ) (1 )( 1 )

1
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1
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e e g g

g
e g

e
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x t e e

P t n
 (E.3.145) 

とするもので，式(E.3.44)～(E.3.46)に示した通り，歪エネル

ギは存在する．また，釣り合い式(E.3.22)は 

 21 0EI Nq g¢¢ + - =  (E.3.146) 

となり，式(E.3.145)と(E.3.21)より， 
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 (E.3.147) 

となる．したがって，構成則より， 

 2( 1 cos sin )
P

EA
e g q g q=- - -  (E.3.148) 
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 (E.3.149) 

そして，釣り合い式は 
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 (E.3.150) 

式(E.3.149)を g について解くのは困難であるから，座屈点

まわりだけを考えると， 
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 (E.3.151) 

となって，Timoshenko の方法 1 の座屈方程式(E.3.104)と一

致する．したがって，座屈荷重は 
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=
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 (E.3.152) 

E.3.2.11 Case 3-1: Haringx 歪と Timoshenko 断面力 0 

このケースは 

 
3 1(1 )

, ,T N T EA N kGA

e g
e g

¢ = + +

= + = =

x e e

P t n
 (E.3.153) 

とするもので，Antman [11]の歪の定義（Haringx の歪）と，

Timoshenko の断面力の分解法を組み合わせたものである．

このケースでは(E.3.51)が成り立つので， 
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となる．ここで， 
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 (E.3.155) 

両者は等しくないので，歪エネルギは存在しない．また， 
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 (E.3.156) 

より，釣り合い式は 

 0(1 )sin cosEI Pq e q g qé ù¢¢ + =+ +ë û  (E.3.157) 

となる．断面力は， 
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 (E.3.158) 

 
2 2

cos (1 )sin

(1 )
N P

g q e q

e g

+ +
=

+ +
 (E.3.159) 

となるので，構成則より， 
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式(E.3.157)，(E.3.160)を座屈点まわりで考えると， 
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-
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したがって，座屈荷重は， 
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となり，この三次方程式を解くことで crP を求められる． 

E.3.2.12 Case 3-2: Haringx（Antmann）の方法 

このケースは，Haringx 歪と Haringx 断面力を用いて 
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 (E.3.163) 

とするもので， Haringx の方法[34]と呼ばれていて（元々は，

Antmann が文献[11]で定義している），式(E.3.51)～(E.3.53)
に示した通り，歪エネルギが存在する．また，  
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であるので，釣り合い式は 

 0(1 )sin cosEI Pq e q g qé ù¢¢ + =+ +ë û  (E.3.165) 

となる．断面力は， 

 3 1cos , sinT P N Pq q= ⋅ = - = ⋅ =P e P e  (E.3.166) 

となるので，構成則より， 

 cos , sin
P P

EA kGA
e q g q=- =  (E.3.167) 

よって，釣り合い式は 

 1 cos sin 0P PEI P
kGA EA

q q q
é ùæ ö÷çê ú¢¢ + + ÷ =ç - ÷ê úç ÷è øë û

 (E.3.168) 

となる．したがって，座屈荷重は 
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すなわち， 
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E.3.2.13 Case 3-3: Haringx 歪と Engesser 断面力 

このケースは Haringx の歪の定義と Engesser の断面力の

定義を組み合わせて， 
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とするものである．ここで，式(E.3.51)が成り立つので， 

 

2 1 3 1

3 1
1 3 12 2

2 2

( ) ( ) ( )

(1 )
( )

(1 )

(1 )

(1 )

T N

T N

EA
kGA

d dq de dg

e g
de dg

e g
e e

de gdg
e g

¢ ¢⋅ - ´ = + ⋅ +
é ù+ +ê ú+= ⋅ +ê ú+ +ê úë û

+
= +

+ +

P x i x t e e e

e e
e e e  (E.3.172) 

となって，明らかに， 
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であり，歪エネルギは存在しない．また，釣り合い式は 

 (1 ) 0EI Nq e¢¢ + + =  (E.3.174) 

となり，断面力は 
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となる．したがって，構成則より， 
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そして，釣り合い式は， 

 2 2(1 ) sin 0EI Pq e g q¢¢ + + + =  (E.3.178) 

このケースも，やはり，式(E.3.176)と(E.3.177)を解いて eと
g を q の式で表すことは容易ではないので，座屈点まわり

のみで考えると， 
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 (E.3.179) 

となり，座屈荷重は 
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つまり， 
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となって，せん断剛性に依存しない． 

E.3.2.14 Case 4-1: Engesser 歪と Timoshenko 断面力 0 

このケースは， 
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とするもので， 
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となり， 
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となる．ここで， 
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であり，両者は等しくないので，歪エネルギは存在しない．

また，  

 2(1 ) ( ) (1 )T N Ne e¢´ = + ´ + = +x P t t n i  (E.3.187) 

であるから，釣り合い式は， 

 (1 ) 0EI Nq e¢¢ + + =  (E.3.188) 

となる．断面力は 
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となるので，構成則を代入すると， 
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また，釣り合い式は 

 2 2( cos (1 ) sin ) 0EI Pq g q e g q¢¢ + + + - =  (E.3.191) 

となる．座屈点付近で考えると，式(E.3.190)は 
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となるので， 
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となり，釣り合い式は 
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この式は(E.3.161)と一致する．したがって，座屈荷重は， 
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E.3.2.15 Case 4-2: Engesser 歪と Haringx 断面力 

このケースは， 
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とするもので， 
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となるので， 
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したがって， 



Appendix E 梁理論補遺 

―122― 

 
2 2 2 2 3

(1 ) (1 )

(1 ) ( (1 ) )

EA EAe e e e g
g e g e g

é ù+¶ +ê ú =ê ú¶ + -ê ú + -ë û
 (E.3.199) 

2

2 2 2 2 3

(1 )

(1 ) ( (1 ) )

EA
kGA EA

e g e eg
e e g e g

é ù¶ - +ê ú- =ê ú¶ + -ê ú + -ë û
  (E.3.200) 

となるが，この両者は等しくないので，歪エネルギは存在し

ない．また， 
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であるから，釣り合い式は， 

 2 2( (1 ) sin cos ) 0EI Pq e g q g q¢¢ + + - + =  (E.3.202) 

断面力は， 

 3 1cos , sinT P N Pq q= ⋅ = - = ⋅ =P e P e  (E.3.203) 

であるから，構成則より， 
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よって，釣り合い式は， 
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よって，座屈荷重は， 
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これは式(E.3.169)と一致する．したがって，座屈荷重は 
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E.3.2.16 Case 4-3: Engesser の方法 

このケースは Engesser 歪と Engesser 断面力を用いて 
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とするもので，本テキストで Timoshenko 梁モデルと呼んで

いるものである．また，近藤による Engesser の方法[35]と一

致する．(E.3.54)～(E.3.59)に示した通り，歪エネルギは存在

する．また，釣り合い式については 
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であるから， 

 2 2(1 ) 0EI Nq e g¢¢ + + - =  (E.3.210) 

となる．また，断面力は 
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したがって，構成則より， 
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であり，釣り合い式は次のようになる． 

 ( )2 2 0cos (1 ) sinEI Pq g q e g q¢¢ + =+ + -  (E.3.213) 

座屈点付近で考えると， 
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となり，式(E.3.161)と一致する．したがって，座屈荷重は 
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を解くことで求められる． 

E.3.3 応力-歪関係から導いた梁の座屈荷重 

梁理論は，断面は変形せず，かつ，断面内の剛性が∞であ

ると仮定して 11s や 22s ， 12s といった断面内の応力は 0 で

あると仮定している．この場合，応力成分 13 33( , )s s と歪成

分 13 33( , )e e との構成則（応力-歪関係）は 

 13 33
13 31 33( ) ,kG Es e e s e= + =  (E.3.216) 

と与えることができる（ただし， 13 33( , )s s ， 13 33( , )e e として

どんな応力成分・歪成分を適用するかは自由である）． 
そこで，断面力成分 ( , )T N と中心軸の歪成分 ( , )e g との間

の構成則を与えるのではなく， 式(E.3.216)から断面力や曲

げモーメントを断面内積分により求め，座屈荷重を求めて

みよう．まず，上記の仮定のもとでは，梁の任意の点の位置

ベクトルx は次のように書ける． 

 1 2
1 2Y Y= + +x x e i  (E.3.217) 

また， 

 3 1 3 1(1 )(cos sin )t a be j j¢ = + + º +x e e e e  (E.3.218) 

とおく．このとき， 
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 (E.3.219) 

であるので，Green-Lagrange 歪成分は 
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また，Cauchy 応力テンソルは 

 ij
i jT= ÄT g g  (E.3.221) 

であるので，断面の応力ベクトルは 
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1 13 33
1 3

( )( )

( )( )

T T

a Y T Tq

= = ⋅ +
¢= - +

t Te g e g g

g g
 (E.3.222) 

ここで，変形勾テンソルをF とすれば， 

 1
1 2 3det ( ) a Yq¢= ´ ⋅ = -F g g g  (E.3.223) 

であるので， 

 13 33
1 3det ( )T T= +t F g g  (E.3.224) 

これを，第二 Piola-Kirchhoff 応力成分 13S ， 33S で表すと， 

 13 33
1 3S S= +t g g  (E.3.225) 

そこで，次の構成則を次のように仮定する． 

 13 33
13 31 33( ) ,S kG E E S EE= + =  (E.3.226) 

式(E.3.225)に(E.3.219)，(E.3.220)，(E.3.226)を代入すると， 
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 (E.3.227) 

したがって，断面力は， 
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òP t e e
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 (E.3.228) 

したがって， 

 2 22 cosEA a EIa EIb Pe q q q¢ ¢+ + = -  (E.3.229) 

 ( ) sinkGA EA b Pe q+ =  (E.3.230) 

また，曲げモーメントは， 
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 (E.3.231) 

となる．ただし， 

 1 4( )
A

K Y dA= ò  (E.3.232) 

そして， 

 3 1 2( ) ( sin cos )a b P a bq q¢´ = + ´ = +x P e e P i  (E.3.233) 

よって，モーメントの釣り合い式は 
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 (E.3.234) 

ここで，座屈点付近を考えると， 
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 (E.3.235) 

であり，式(E.3.229)，(E.3.230)より， 
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また，式(E.3.234)より， 

 (1 3 ) (1 )( ) 0t tEI Pe q e q j¢¢+ + + + =  (E.3.237) 

式(E.3.237)に(E.3.236)を代入すると， 
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 (E.3.238) 

よって，座屈荷重は，この式と式(E.3.236)より，次式で求め

られる． 
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ただし， 

 , ,
cr cr
o o

cr
o

P P P
x

kGA EAP
a bº º º  (E.3.240) 

式(E.3.239)を整理すると， 
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a
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 (E.3.241) 

となり， x は次の三次方程式の解であることがわかる． 
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( 2 2 2 9 9 ) 2 2 0

x x
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 (E.3.242) 

また， 1a  ， 1b  の際には，式(E.3.239)より， 

 , 1 2t x xe b b a» » - -  (E.3.243) 

すなわち， 

 *
2

1
cr cr

cr cr o o
o

P PP P
EA kGA

é ù
ê ú» - -ê úë û

 (E.3.244) 

これに対し，E.3.2 節で求めた座屈荷重は， h の 4 次までで

近似すると，全て， 

 1
cr cr

cr cr o o
o

P PP P
EA kGA

é ù
ê ú» + -ê úë û

 (E.3.245) 

となる．つまり，せん断剛性には同様の感度を持っているが，

軸剛性については，この節の方法と梁理論の場合とでは，逆

の感度を持つことがわかる．すなわち，梁理論では，梁が柔

らかくなるほど座屈荷重は上がるのに対し，この節の方法

では座屈荷重は下がる．これらも含め，座屈荷重の比較につ

いては E.3.7 節で詳しく述べる． 

E.3.4 二次元弾性論による解 

近藤[38]は，二次元弾性論を用いて，矩形断面梁の座屈解

を求めている．その際，Green-Lagrange 歪と第二 Piola-
Kirchhoff 応力を用いて定式化し，両者の線形構成則を仮定

することで，問題を解いている．この場合， 
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として，平衡方程式は 

 11 21 12 220 , 0
s s s s

z x z x

¶ ¶ ¶ ¶
+ = + =

¶ ¶ ¶ ¶
 (E.3.247) 

であり，変位-歪関係は 
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構成則は， 
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そして，境界条件は， 

 0 : 0 , 0z w u= = =  (E.3.250) 

 11: , 01
wz s p u
z

æ ö¶ ÷ç= = - ÷ =ç + ÷ç ÷è ø¶
  (E.3.251) 
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これらの式より，座屈前の解は 

, 0 , ,zo xo xzop w Wz u Uxs s t= - = = = =  (E.3.253) 

であり，構成則より， 
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となることがわかる．そこで，座屈解を  
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とおき，eの一次の項のみを考慮した，線形化された支配方

程式を導くと，以下のようになる． 
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 0 : 0 , 0z w u= = =   (E.3.258) 

 : (1 ) 0 , 0z
w

z W p u
z

s
¶

= + + = =
¶

   (E.3.259) 

 : 0 , 0
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xz x
h

x t s=  = =   (E.3.260) 

ここで， 

 (1 ) , (1 )u U u w W wº + º +   (E.3.261) 

と定義し， (E.3.257)を他の式に代入すると，平衡方程式は 
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 (E.3.262) 

となり，境界条件は次のようになる． 

 0 : 0 , 0z w u= = =  (E.3.263) 
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 11 13: , , 0 , , , 0
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z x x z
h

x u w C u C w=  + = + =  (E.3.265) 

そこで，まず，境界条件(E.3.263)と(E.3.264)を満たすものと

して，次のように解を仮定する． 
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 (E.3.266) 

これを平衡方程式(E.3.262)に代入すると， 
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これらから 
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となるので，これを用いて ( )g x を消去すると， 
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そこで， 
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x
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=   (E.3.270) 

とおけば， 

 4 2 0a b cl l+ + =  (E.3.271) 
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となる．式(E.3.271)の解は 

 1 2 1 2( , , , )l l l l l= - -  (E.3.273) 

とおけるので， 

 ( ) sinh( ) cosh( )
n n

f x A x B xa a a a
p p
l l= +

 
 (E.3.274) 

とおけて，式(E.3.268)より， 
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これを，式(E.3.265)に代入すると，次式を得る． 
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ただし， 
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式(E.3.276)～(E.3.279)より，これらは 
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に分けられる．したがって，座屈方程式は次の二つとなり，

この二つのうち，より小さい座屈荷重を与えるのは式

(E.3.284)の方である． 
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式(E.3.284)を整理すると， 
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以上より，式(E.3.271)と(E.3.285)を連立させて， 1 2( , , )pl l を

求め（ p を与えれば，式(E.3.271)より 1l と 2l は求まるので，

それを(E.3.285)に代入して，0 になるよう，p を Newton 法

で求めればよい），次式で座屈荷重 2
cr
DP を求めればよい． 

 2 (1 )cr
DP W pA= +  (E.3.286) 

ただし，式(E.3.254)より， 
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実際の計算では， 11 33 13 55( , , , )C C C C を与える必要があるが， 
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とすればよく， 0n = とすれば，梁理論の仮定に近いものと

なる．また，式(E.3.280)からわかる通り，座屈荷重は /h 
に依存するが，断面積はA bh= であり，Euler 座屈荷重は 
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であるから（ 低次は 1n = ），他の方法による座屈荷重と

の比較は /h （あるいは / h ）とパラメータとして行うの

がよいだろう．実際， 0n = ， / 1h   の場合に， 
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 (E.3.290) 

として， h の 4 次までの多項式で 2
cr
DP を展開すると， 
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を得る．二次元弾性論で得られるせん断修正係数は式

(E.2.102)の通り， 5 / 6 であるから， 
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とおける．これは，E.3.3節で導いた式(E.3.244)と一致する． 
なお， / 0h  の場合に， h の 2 次までで近似すると， 
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となって， 
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となる．つまり，せん断剛性 55C に何ら影響を受けない．そ

して，一般に，直交異方性板の場合， 

11 13 33, ,
1 1 1

o o

o o o

E E E
C C C

n
n n n n n n

= = =
- - -

 (E.3.295) 

であるので，式(E.3.296)の通り，Euler 座屈荷重に一致する． 

 2
cr cr
D oP P»  (E.3.296) 
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E.3.5 平板理論による解 

一方の対辺に等分布荷重が作用し，もう一方の対辺は自

由な平板の場合，よく知られているように，座屈荷重は梁の

場合のE を 2/ (1 )E n- に置き換えるだけである．つまり， 

 
2

1

1
cr cr
pl oP P

n
=

-
 (E.3.297) 

E.3.6 三次元弾性論による解 

Kardomateas[39]は三次元弾性論を用いて円断面棒の座屈

を解いている．ただし，著者には十分に理解できない仮定を

用いているので，ここでは，近藤[38]による二次元弾性論を

用いた定式化手順と Kardomateas[39]の解法を参考に，三次

元弾性論による座屈解を求める． 
円筒座標系を用いると，有限変形理論による平衡方程式

は次のように書ける[40]． 
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 (E.3.298) 

ただし， 
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 (E.3.299) 

応力-歪関係は 
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 (E.3.300) 

（第二Piola-Kirchhoff応力とGreen-Lagrange応力との間で

構成則を仮定してもよいが，ここでは Cauchy 応力と工学歪

との間で仮定することとする）．変位-歪関係は， 
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 (E.3.301) 

座屈直前では， z os s= - 以外の応力は 0 であり，変位も， 

 ,o o
u u w

r r z
as bs

¶ ¶
= = =-

¶ ¶
 (E.3.302) 

以外は 0 とすると，式(E.3.300)より， 
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 (E.3.303) 

したがって， 
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 (E.3.304) 

座屈荷重は 

 3 (1 )cr
D o oP Abs s= -  (E.3.305) 

以下，座屈時の摂動を考えると，以下のように書ける（た

だし， ( , , , , , )r z r z zrq q qs s s t t t ， ( , , )u v w は摂動項）． 
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 (E.3.306) 

境界条件は， 

 330, : 0 , 0z u v S= = = =  (E.3.307) 

 11 12 13: 0r R S S S= = = =  (E.3.308) 

式(E.3.300)，(E.3.301)より，境界条件(E.3.308)は 

 11 12 13 0
u wv uC C C
r zr rq

æ ö¶ ¶¶ ÷ç+ ÷+ =ç + ÷ç ÷è ø¶ ¶¶
 (E.3.309) 

 0
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r r rq
¶ ¶

+ - =
¶ ¶

 (E.3.310) 

 0
u w

z r

¶ ¶
+ =

¶ ¶
 (E.3.311) 

Kardomateas[39]によれば，平衡方程式(E.3.298)は剛体変

位解の他に，次の 2 つのタイプの解をもつ． 

 , ,u v w k
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f f f
q

¶ ¶ ¶
= = =

¶ ¶ ¶
 (E.3.312) 

 , , 0u v w
r r

y y
q

¶ ¶
= = - =

¶ ¶
 (E.3.313) 

これを式(E.3.301)に代入し，(E.3.300)を用いて(E.3.298)を
整理すると，式(E.3.312)の場合には次式のようになる． 
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 (E.3.315) 

この両者が一致するためには， 

55 13 55 331 1 2
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( ) ( )

(1 )

o o

o o
C k C C k C

C C k C

s s
as bs l+ -

- + + -
= º

+ +
 (E.3.316) 

つまり，l は次の四次方程式の解である． 
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 4 2 0b cl l+ + =  (E.3.317) 

ただし， 
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 (E.3.318) 

この二次方程式は，二次元弾性論の場合の式(E.3.271)に対

応していることは容易にわかるだろう． 
次に，式(E.3.313)は次式のように整理できる． 
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 (E.3.319) 

ここで，式(E.3.317)の二つの解を 1x ， 2x として，対応する

k を 1k および 2k ，f の解を 1f および 2f とする．式(E.3.314)
と(E.3.319)は同形の微分方程式になっているので，変数分

離解を仮定すると， af およびy を次のようにおける． 

 ( ) ( )cos , ( ) ( )sinZ z A r Z z B ra af q y q= =  (E.3.320) 

このとき，定数 p を用いて， 
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 (E.3.321) 

とおけて，境界条件(E.3.307)を満たすよう， ( )Z z を決定す

ると，次のようになる． 

 ( ) sin ,
n

Z z pz p
p

= =


 (E.3.322) 

そして，式(E.3.321)より， 
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 (E.3.323) 

また，全く同様にして， 
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 (E.3.324) 

ただし， 
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 (E.3.325) 

以上より，変位の一般解は次のように書ける． 
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さて，式(E.3.323)，(E.3.324)より， 1 2( , , )A A B は第 1 種 1
次の変形ベッセル関数 1I であることがわかる．すなわち，

1D ， 2D ， 3D を定数として， 

 1 3 1 3( ) ( ) , ( ) ( )A r D I pr B r D I pra a al l= =  (E.3.327) 

定数 1D ～ 3D は境界条件(E.3.308)により決定される．実際

に(E.3.327)を(E.3.326)に代入し，それを(E.3.308)に代入し

て整理すると， 
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として，次式を得る． 

2
3

1 2 3 1 3

2
3

1 1 1 2 1 2 1 3

1 1 1 1 2 2 1 2 1 3)

1

2

3

( )
2

( ) ( ) ( )
2

(1 ) ( ) (1 ) ( ) (

0

0

0

y
f f f I y

q I y q I y I y

k y I y k y I y I y

D

D

D

l

é ù
ê ú- +ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú¢ ¢+ +ê úë û

é ù é ù
ê ú ê ú
ê ú ê ú´ =ê ú ê ú
ê ú ê ú
ê ú êë û

+

ë û

+

ú

 (E.3.329) 

したがって，この式の左辺の行列の行列式が 0 になるとい

うのが座屈方程式となる．いま，一般に， 
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であることから， 1I ¢ を求めるなどして，式(E.3.329)の行列

式が 0 であるという条件は次のように整理できる． 
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ただし， 
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であり， 
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そして， *r が次式で定義される座屈荷重パラメータである． 

 *
33

1
o

o

C
s

hr
as

=
+

 (E.3.334) 

なお，Euler 座屈荷重は 

 cr
oP EAh=  (E.3.335) 

となるので， 
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 (E.3.336) 

なお， / 0R  の際には，式(E.3.331)を pR の二次までで

展開すると， 
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直交異方性材料の場合， 
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 (E.3.338) 

とおけるので，これを式(E.3.337)に代入すると， 

 3
cr cr
D oP P  (E.3.339) 

となって，Euler 座屈荷重に一致することがわかる． 
また， / 0R  で 0on n= = の場合に，式(E.3.331)を pR

の 4 次まで展開すると，座屈荷重は oE には依存せず， 
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o ocr cr
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P P

P P
EA GA

= - -  (E.3.340) 

を得る．三次元弾性論で得られるせん断修正係数は表E.1 円
形断面のせん断修正係数の通り， 6 / 7k = であるから， 

 3 2
1

cr cr cr
D o o
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P P P

EA kGAP
» - -  (E.3.341) 

を得る．この結果は高次梁理論の式(E.3.244)と一致する． 

E.3.7 座屈解の比較 

E.3.7.1 梁理論の比較 

まず，梁理論による座屈荷重同士を比較してみよう．E.3.2
節で示した通り，次の 8 つの座屈荷重が存在する． 
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そして，表 E.3 に従って分類すると，表 E.4 のようになる

（○が付いているのは，歪エネルギが存在するケース）．こ

の表からわかる通り， 3
crP ， 4

crP ， 5
crP がそれぞれTimoshenko，

Engesser，Haringx の方法による座屈荷重である． 

表 E.4 応力・歪・構成則と歪エネルギの座屈荷重 

 1Te  2Te  He  Ee  
0TP  1

crP  1
crP  4

crP  4
crP  

HP  2
crP  2

crP  ○ 5
crP  5

crP  
EP  1

crP  1
crP  6

crP  ○ 4
crP  

1TP  ○ 3
crP  3

crP    

2TP   ○ 3
crP    

さて，幅b ，厚さh の矩形断面梁の場合には， 
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,
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o

EA hA bh P pæ ö÷ç= = ÷ç ÷ç ÷è ø
 (E.3.348) 

となるが，矩形断面の場合に，いくつかの /E kG に対して，

○のついた座屈荷重 3
crP ， 4

crP ， 5
crP を / h の関数としてグ

ラフ化すると，図 E.4 のようになる．このグラフからわかる

通り，解が存在しない範囲が存在する． 

 
(a) / 0E kG =

 

 
(b) / 1E kG =  

 
(c) / 2E kG =  

 
(d) / 4E kG =  

 
(e) / 100E kG =  

図 E.4 梁理論による座屈荷重（矩形断面） 

例えば， 3
crP （Timoshenko の方法）の場合，式(E.3.344)
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の右辺の根号の中身が 0 以上であるという条件から， 
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 (E.3.349) 

を得る．したがって， 

 4E kG ³  (E.3.350) 

であれば，どんな梁に対しても座屈解は存在するが，そうで

ない場合には，断面形状が次式を満たす必要がある． 
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つまり，矩形断面であれば， 
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でなければならない．同様に，直径D の円断面であれば， 
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の範囲にしか解は存在しない． 
さて，せん断剛性が∞，すなわち， / 0E kG = の場合， 
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 (E.3.354) 

となって，3 つは一致する． 逆に，せん断剛性が小さい，す

なわち， / /cr cr
o oP kGA P EA の場合， 

3 4 51 2
,
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cr cr cr

cr cr cr cr cro o o o o
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P P P P P
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 (E.3.355) 

また， / h や / D が大きい場合，式(E.3.245)での通り， 

 1
cr cr cr

o o
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P P P

EA kGAP
» + -  (E.3.356) 

そして，この 3 つの座屈荷重の違いを見てみると，Engesser
の座屈荷重が常に一番小さく， /E kG が小さいうちは，

Timoshenko の座屈荷重が一番大きい．しかし， /E kG が大

きくなるにつれ，3 者とも座屈荷重は下がるが，Timoshenko
の座屈荷重の下がり方が大きく，途中で逆転し， /E kG が

大きくなるにつれ，Engesser の座屈荷重まで下げる．また，

Haringx の座屈荷重は / 1E kG = のときには断面の細長比

の値に関わらず一定になる． 
次に，高次梁理論の座屈解(E.3.242) 

2 3 2 2

2 2

(7 6 9 )

( 2 2 2 9 9 ) 2 2 0

x x

x

b b a b a

a b a ab b a b

+ - +

+ - + - - + + - =
 (E.3.242) 

について考えてみよう．この式で， 

 
2 22 2

,
12 12

cr cr
o oP E Ph h

kGA kG EA

p p
a b

æ ö æ ö÷ ÷ç ç= = ÷ = = ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷è ø è ø 
 (E.3.357) 

* /cr cr
ox P P= であるので，いくつかの /E kG に対して / h

と x との関係を求めてみると，図 E.5 のようになる．やは

り，せん断剛性が小さくなると，座屈荷重は下がる． 

 
図 E.5 高次梁理論による座屈荷重（矩形断面） 

また，式(E.3.244)でみた通り， の場合には， 

 * 1 2
cr cr cr

o o

cr
o

P P P

EA kGAP
» - -  (E.3.358) 

となって，通常の梁理論による解 

 1
cr cr cr

o o

cr
o

P P P

EA kGAP
» + -  (E.3.356) 

とは異なり，軸剛性の影響により，座屈荷重は下がる．これ

については E.3.7.3 節で考察する． 
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(e) / 100E kG =  

図 E.6 梁理論による座屈荷重の比較（矩形断面） 

それから， / /cr cr
o oP kGA P EA ，すなわち，a b の場

合には，式(E.3.242)は 

 2( 2 2 ) 2 0xa a a- - + =  (E.3.359) 

となり， 1/ (1 )x a + ，すなわち， 

 * 1

1

cr

cr cr
o o

P

P P

kGA


+

 (E.3.360) 

となり， 3
crP や 4

crP と同じ値に収束する．なお，図 E.4 に

*
crP 曲線を重ね合わせると，図 E.6 のようになる． 
次節以降では，Timoshenko，Engesser，Hatingx の座屈荷

重をそれぞれ cr
TP ， cr

EP ， cr
HP と書く． 
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P
P P P P
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=
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 (E.3.361) 
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 (E.3.362) 
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cr cr
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P
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=
æ ö÷ç + ÷-ç ÷÷çè ø

 (E.3.363) 

そして， *
crP と合わせて，4 つの梁理論による座屈荷重と，

二次元弾性論による座屈解 2
cr
DP ，三次元弾性論による座屈

解 3
cr
DP とを比較し，それぞれの特徴を調べる． 

E.3.7.2 梁理論による負の座屈荷重 

若干の計算からわかる通り， cr
TP と cr

EP は正の座屈荷重，

すなわち，圧縮座屈荷重のみを持つ．しかし， cr
HP と *

crP は

条件によっては負の座屈荷重を持つ．すなわち，引張により

座屈するという結果をもたらす． 
まず， cr

HP については，式(E.3.363)から明らかな通り， 

 1
E

kG
>  (E.3.364) 

の場合には， 
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0
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cr cr
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P
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æ ö÷ç- + ÷-ç ÷÷çè ø

 (E.3.365) 

となる．この座屈の状況を図示したのが図 E.7 である． 

 
図 E.7 引張による座屈（Haringx の場合） 

この図において，断面と中心線がどちらも梁の左から右に

向かって時計回りに回転し，梁の左半分では断面の法線は

常に下向きで，かつ，曲げモーメントが増加し，かつ，せん

断力も正である．これでもつり合うのは軸力 の方向が右下

向きであることによる．せん断剛性が小さいと，大きなせん

断変形があってもせん断力が大きくならないので，力やモ

ーメントの釣り合いが成立するのである．これに対し，

Timoshenko 梁や Engesser 梁のように張力が軸線の接線方

向，図E.8で言えば右上方向で点Aを通る線上にある場合，

つり合い はとれない． 

 
図 E.8 引張による座屈と釣り合い（Haringx の場合） 

次に， *
crP の場合，三次方程式(E.3.242)が 0x < の解を持

つケースを全て洗い出すのは厄介であるが，少なくとも，

a b> ，すなわち， cr
HP の場合と同じく， 

 1
E

kG
>  (E.3.242) 

の場合には，確実に負の解を持つ．ここで，式(E.3.239)より，

te は， 1te = - ，または， 

 3 2( ) (2 3 ) (1 3 )f y y y ya a b bº + + + + + +  (E.3.242) 

として， ( ) 0f y = の解であることがわかる．そして， 

 (0) 0 , (0) 0 , (0) 0f f f¢ ¢¢> > >  (E.3.242) 

であることから，座屈荷重の正負に関わらず， ty e= は負，

つまり，圧縮歪を受けることがわかる．そして， 

 
( 1)y y

x
b
+

=-  (E.3.242) 

であるから， 1y <- でなくてはならないことがわかる．し

かし，これは梁の微小部分が長さが負になるまで圧縮され

ることを意味しており，物理的にありえない．したがって，

Haringx の座屈時荷重 cr
HP の場合とは異なり， *

crP の場合に

は引張による座屈は起こらないと考えてよい． 

E.3.7.3 梁理論の座屈荷重における軸剛性の影響 

これまで見てきた通り，通常の梁理論では，細長比が 0 に

近い場合， 

 1
cr cr cr

o o

cr
o

P P P

EA kGAP
» + -  (E.3.356) 

となるのに対し，高次梁理論や二次元弾性論の場合には 

 1 2
cr cr cr

o o

cr
o

P P P

EA kGAP
» - -  (E.3.366) 

となる．ごく単純に考えると，軸剛性が∞でない場合には，

圧縮により梁の長さは短くなるので，その分，座屈荷重は高

くなると予想される．しかし，より高次の項を考えたり，二

次元弾性論に基づいてより精度のよい計算をすると，座屈

荷重は下がることになる．この現象の本質的な理由は，曲げ

モーメントに関する構成則にある． 
梁理論では，曲げモーメントM と曲率 q¢ との関係を 

 M EIq¢=  (E.3.242) 

と仮定する．これに対し，高次梁理論では，式(E.3.237)から

もわかる通り，次式が成り立つ． 
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 (1 3 )tM EI e q¢= +  (E.3.242) 

つまり，軸圧縮の影響が出るのである．座屈方程式は 

(

0+ =
曲げモーメントの変化率）

（圧縮荷重によるモーメントの変化率）
 (E.3.367) 

という形をしているが，左辺第二項は，どの理論においても，

軸剛性が∞ではなく有限な値であることは，座屈荷重を上

げる効果をもたらす．しかし，左辺第一項は，通常の梁理論

の場合には軸剛性の影響を受けないのに対し，高次の理論

や二次元弾性論の場合には座屈荷重を下げる効果をもたら

す．そして，その効果の方が第二項の効果よりも大きいため，

全体として，座屈荷重が下がるのである． 

E.3.7.4 二次元弾性論による座屈解の性質 

次に，二次元弾性論による座屈荷重についてみてみよう．

二次元弾性論の場合，直交異方性を仮定して， 
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 (E.3.368) 

で考えることにする．まず，梁理論との比較のため， 

 0 130 , 0Cn n= = =  (E.3.369) 

としてみよう．このとき，式(E.3.292)で示した通り， oE の

値に関わらず， / 1h   の時には 

 2
2

1
cr cr

cr cr o o
D o

P PP P
EA kGA

é ù
ê ú» - -ê úë û

 (E.3.292) 

となる．したがって，梁理論の場合とは異なり，伸び剛性（ヤ

ング率）の影響で，座屈荷重は下がることになる． 
また， / 1h   はない場合も含め， oE が解に与える影響

を見てみると，図 E.9 のようになる．ただし， 5 / 6k = とし

ている．この図からわかる通り， / 1oE E = のときと

/oE E = ¥のときとでほとんど解は変わらない．したがっ

て，梁理論の条件(E.3.369)のもとでは，断面内の剛性は座屈

荷重にほとんど影響を与えないことがわかる．また，梁理論

の場合と同様，せん断剛性が小さくなる（ /E kG が大きく

なる）につれ，座屈荷重は下がってゆく． 
次に，ポアソン比の影響を見てみよう．図 E.10 は，

/ 1oE E = と固定して，ポアソン比が 0.3n = の場合と

0n = の場合とで座屈荷重をプロットしたものである．

/E kG が小さい（せん断剛性が大きい）うちは，ポアソン

比が大きい方が座屈荷重は若干高い．せん断剛性が十分に

小さくなると，その差はなくなる． 
また，せん断剛性の値によらず， /L h  ¥のときには

2
cr cr
D oP P となる． 

 
図 E.9 二次元弾性論による座屈荷重（矩形断面，n=0） 

 
図 E.10 二次元弾性論による座屈荷重（矩形断面） 

E.3.7.5 梁理論と二次元弾性論との座屈解の比較 

/ 1oE E = ， 0.3n = として，二次元弾性論と高次梁理論

とを比較したのが図 E.11 であり，わずかに高次梁理論の方

が値が高いが，両者はほとんど差がない．つまり，高次梁理

論は矩形断面に対しては十分な精度を持っている． 

 
図 E.11 二次元弾性論と高次梁理論との比較（矩形断面） 

E.3.7.6 三次元弾性論による座屈解の性質 

直交異方性を仮定して， 
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 (E.3.370) 

の場合を考えることにする．まず， 

 0on n= =  (E.3.371) 

の場合には，式(E.3.341)で示した通り，D  の時には 

 3 2
1

cr cr cr
D o o

cr
o

P P P

EA kGAP
» - -  (E.3.372) 

となって，高次梁理論や矩形断面に対する二次元弾性論の

場合と同様，伸び剛性（ヤング率）の影響で，座屈荷重は下

がることになる．また，D  でない場合も含め， oE とG
の影響を見てみると，図 E.12のようになる．この図の通り，

0n = の場合には， / 1oE E = のときと /oE E = ¥ のとき

とではほとんど差はみられない． 

 
図 E.12 三次元弾性論による座屈荷重（円断面，n=0） 
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また， / 1oE E = で 0.3n = の場合， 0n = とあまり違わ

ないことが下図よりわかる． 

 
図 E.13 三次元弾性論による座屈荷重（円断面，n=0.3） 

E.3.7.7 梁理論と三次元弾性論との座屈解の比較 

0n = ， / 1oE E = のときの 3
cr
DP と高次梁理論解 *

crP とを

比較してみると，図 E.14 のようになる．この図から，両者

には若干の差異があることがわかる．特に， /E kG が小さ

いうちは，高次梁理論の方が座屈荷重は小さくなり， /E kG
が大きくなると，逆に，三次元弾性論の方が座屈荷重は小さ

くなる． 

 
図 E.14 三次元弾性論と高次梁理論との比較（円断面） 

E.3.8 まとめ 

この節では梁の座屈荷重についてまとめた．座屈荷重と

細長比との関係やせん断剛性・軸剛性の影響など，用いる理

論（構成則）によってかなり異なることを示した．また，二

次元弾性論や三次元弾性論では，E.2.4 節で求めたせん断修

正係数と同じ値（ 0n = の場合）が出てくることも確認した． 
解析解ですら，このような違いがあるのであるから，実際

に高精度の数値解析をする場合，どんな理論を用いるかに

よって解が異なることは十分に想定しなければならない．

常に，「どの理論（＝仮定）のもとで解を求めているのか」

ということを意識して数値解析をすることが肝要である． 
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